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Semaine 15 (26/01–30/01) : géométrie plane; courbes paramétrées

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’un énoncé mathématique choisi par l’examinateur
dans la liste fournie ci-après.

La colle se poursuivra par la résolution d’un ou plusieurs exercices fournis par l’examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation La connaissance du cours et l’étude détermine la fourchette dans laquelle sera évalué l’étudiant :

— énoncé su : note minimale de 11/20 ;

— énoncé non su : note maximale de 14/20 ;

Les colleurs sont libres d’utiliser toutes les notes allant de 0 à 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Énoncés

Bases de géométrie affine du plan

Équations de droite. Si D est la droite affine passant par A(xA , y A) et :

— dirigée par
#»
τ = (τx

τy

)
, alors M ∈D ssi [

#     »
AM ,

#»
τ ] = 0 ssi τy (x −xA)−τx (y − y A) = 0 ;

— de vecteur normal
#»
n = (nx

ny

)
, alors M ∈D ssi 〈#     »

AM |#»
n 〉 = 0 ssi nx (x −xA)+ny (y − y A) = 0.

Équations de cercle. Le cercle de centreΩ(xΩ, yΩ) et de rayon r > 0 a pour équation (x−xΩ)2+ (y − yΩ)2 = r 2.

Distance d’un point à une droite. Si D est une droite du plan affine

— passant par A et de vecteur normal
#»
n , d(M ,D) = |〈 #    »

AM | #»
n 〉|

‖ #»
n ‖ ;

— passant par A et de vecteur directeur
#»
u , d(M ,D) = |[ #    »

AM ,
#»
u ]|

‖ #»
u ‖ ;

— d’équation cartésienne ax +by + c = 0, d(M ,D) = |axM+bxM+c|p
a2+b2

Coniques

Définition d’une conique par foyer, directrice et excentricité. On appelle conique C de foyer F , de direc-
trice D et d’excentricité e, l’ensemble des points M du plan vérifiant MF = e · M H , où H est le projeté
orthogonal de M sur D .

Équation cartésienne d’une ellipse. Une ellipse E est une co-
nique d’excentricité e < 1. Dans un repère orthonormé adapté
Ra = (Ω;

#»
I ;

#»
J ), où

#»
I dirige l’axe focal, une équation cartésienne

de E est de la forme X 2

a2 + Y 2

b2 = 1, où a > b > 0. On appelle alors :

— centre de l’ellipse le pointΩ (qui appartient à l’axe focal et
constitue un centre de symétrie pour C ) ;

— grand axe la droite (ΩX ) (en fait l’axe focal) et grand rayon
la quantité a ;

— petit axe la droite (ΩY ) (qui est un autre axe de symétrie de
l’ellipse) et petit rayon la quantité b.

D

F
+

X

C

Ω a

b
a

c

Y

p

δ
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Équation cartésienne d’une hyperbole. Une hyperbole H est
une conique d’excentricité e > 1. Dans un repère orthonormé
adapté Ra = (Ω;

#»
I ;

#»
J ), où

#»
I dirige l’axe focal, une équation car-

tésienne de H est de la forme X 2

a2 − Y 2

b2 = 1, où a,b > 0. On appelle :

— centre de l’hyperbole le pointΩ (qui appartient à l’axe focal
et constitue un centre de symétrie pour C ) ;

— asymptotes les deux droites affines d’équations X
a − Y

b = 0

et X
a + Y

b = 0.

D

F
+

X

C

Ωa

Y

c
b p

δ

Équation cartésienne d’une parabole. Une parabole C est une
conique d’excentricité e = 1. Dans un repère orthonormé adapté
(Ω;

#»
I ;

#»
J ), où

#»
J dirige l’axe focal, une équation cartésienne de C

est de la forme 2pY = X 2.
Y

D

F
+

X

Ω

C

p

p/2 p/2

Classification des coniques. Soit C une conique d’équation ax2+2bx y +c y2+d x+e y + f = 0 avec (a,b,c) 6=
(0,0,0). On note A = (

a b
b c

)
la matrice associée à q : (x, y) 7→ ax2 +2bx y + c y2.

— Si A ∈ Vect(I2), C est de type cercle ;

— si A ∉ Vect(I2) et det(A) > 0, C est de type ellipse ;

— si A ∉ Vect(I2) et det(A) < 0, C est de type hyperbole ;

— si det(A) = 0, C est de type parabole.

Courbes paramétrées

Paramétrage d’une droite. Une représentation paramétrique de la droite passant par A(xA , y A) et de vecteur
directeur

#»
u = (ux

uy

)
est donnée par {

x(λ) = xA +λux ,

y(λ) = y A +λuy ,
λ ∈R.

Paramétrage d’un cercle. Une représentation paramétrique du cercle de centreΩ(xΩ, yΩ) et de rayon r > 0
est donnée par {

x(θ) = xΩ+ r cosθ,

y(θ) = yΩ+ r sinθ,
θ ∈R.

Paramétrage d’une ellipse. Une représentation paramétrique de l’ellipse d’équation x2

a2 + y2

b2 = 1 est donnée
par {

x(t ) = a cos t ,

y(t ) = b sin t ,
t ∈R.
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Paramétrage d’une branche d’hyperbole. Une représentation paramétrique de la branche de l’hyperbole

d’équation x2

a2 − y2

b2 = 1 située dans le demi-plan x > 0 est donnée par{
x(t ) = acht ,

y(t ) = bsht ,
t ∈R

Paramétrage d’une parabole. Une représentation paramétrique de la parabole d’équation 2py = x2 est
donnée par 

x(t ) = t ,

y(t ) = t 2

2p
,

t ∈R

Paramétrage du graphe d’une fonction. Une représentation paramétrique du graphe de la fonction ϕ définie
sur I est donnée par {

x(t ) = t ,

y(t ) =ϕ(t ),
t ∈ I

Tangente. Γ possède une tangente T0 au point M(t0) si la pente p(t) = y(t )−y(t0)
x(t )−x(t0) de la sécante (M(t0)M(t ))

admet une limite finie, ou si 1/p(t ) tend vers 0, quand t → t0.

— Si p(t ) −−−→
t→t0

λ ∈R, T0 a pour pente λ.

— Si 1/p(t ) −−−→
t→t0

0, T0 est « verticale ».

Point régulier. On dit que le point M(t0) ∈ Γ paramétrée par (I ,
#»

f ) est régulier si le vecteur
#»

f ′(t0) est non nul.
Dans ce cas, Γ possède une tangente en M(t0) dirigée par

#»

f ′(t0).

Étude locale. On suppose que les entiers suivants sont bien définis :

p = min
{

k ∈N∗ :
#»

f (k)(t0) 6= #»
0

}
et q = min

{
k > p :

(
#»

f (p)(t0),
#»

f (k)(t0)
)

libre
}

.

Alors f (p)(t0) dirige la tangente à Γ en M0. De plus, il vient la classification suivante.

q pair q impair

p impair

M(t0)

Γ

~f (p)(t0)

~f (q)(t0)

point ordinaire

M(t0)

Γ

~f (p)(t0)

~f (q)(t0)

point d’inflexion

p pair

M(t0)

Γ

~f (p)(t0)

~f (q)(t0)

point de rebroussement de 2e espèce

M(t0)
Γ

~f (p)(t0)

~f (q)(t0)

point de rebroussement de 1re espèce

Point birégulier. On dit que le point M(t0) ∈ Γ paramétrée par (I ,
#»

f ) est birégulier si la famille
(

#»

f ′(t0),
#»

f ′′(t0)
)

est libre.

Asymptote. On dit que la droite D d’équation ax +by + c = 0 est asymptote à Γ paramétrée par (I ,
#»

f ) au
voisinage de t0 ∈ Ī si x(t ) −−−→

t→t0
±∞ et/ou y(t ) −−−→

t→t0
±∞, et si ax(t )+by(t )+ c −−−→

t→t0
0.
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Programme détaillé

Liste des exigibles

— savoir déterminer l’équation cartésienne d’une droite ou d’un cercle du plan ;

— savoir déterminer un vecteur directeur ou un vecteur normal à une droite ;

— connaître la définition d’une conique par foyer, directrice et excentricité ;

— savoir obtenir l’équation cartésienne d’une conique ;

— savoir réduire une équation de degré 2 et tracer la conique associée ;

— connaître le vocabulaire lié aux courbes paramétrées planes ;

— savoir réduire le domaine d’étude d’une courbe paramétrée ;

— savoir tracer un tableau de variations conjoint ;

— savoir étudier une branche infinie ;

— savoir étudier localement un point régulier ou stationnaire ;

— savoir tracer l’allure d’une courbe paramétrée ;

Ch. 11 : géométrie affine du plan

I) Quelques notions de base

1) Une très brève introduction au plan affine P

2) Droites affines et parallélisme

• On dit que D ⊂P est une droite affine s’il existe
A ∈D tel que∆= {

#     »
AM : M ∈D} forme une droite

vectorielle.

• Direction de D , vecteur directeur, droites paral-
lèles.

• Équation cartésienne d’une droite dont on
connaît un point et un vecteur directeur.

3) Structure euclidienne

• Vecteur normal, droites perpendiculaires.

• Équation cartésienne d’une droite dont on
connaît un point et un vecteur normal.

• Distance d’un point à une droite.

• Cercles, équations de cercle.

4) Changement de repère

• Formules de changement de repères

II) Coniques

1) Définition par foyer, directrice et excentricité

• On appelle conique C de foyer F , de directrice
D et d’excentricité e, l’ensemble C = {M ∈ P :
MF = e ·d(M ,D)}.

• On appelle axe focal de la conique C la droite per-
pendiculaire à D passant par F , et sommets les
points d’intersection de C avec l’axe focal. Enfin :

— si e < 1, on dit que C est une ellipse ;

— si e = 1, on dit que C est une parabole ;

— si e > 1, on dit que C est une hyperbole.

• Équation cartésienne d’une ellipse dans un re-
père orthonormé adapté : X 2

a2 + Y 2

b2 = 1. Centre,
grand axe/rayon, petit axe/rayon.

• Équation cartésienne d’une hyperbole dans un
repère orthonormé adapté : X 2

a2 − Y 2

b2 = 1. Centre,
asymptotes.

• Équation cartésienne d’une parabole dans un re-
père orthonormé adapté : 2pY = X 2.

2) Définition d’une conique via une équation de de-
gré 2

• On appelle conique toute courbe C de P
dont l’équation cartésienne dans le repère R =
(O;

#»
i ,

#»
j ) est donnée par ax2+2bx y +by2+d x +

e y + f = 0 avec (a,b,c) 6= (0,0,0).

• On note A = (
a b
b c

)
. Alors

— si A ∈ Vect(I2), C est de type cercle ;

— si A ∉ Vect(I2) et det(A) > 0, C est de type
ellipse ;

— si A ∉ Vect(I2) et det(A) < 0, C est de type
hyperbole ;

— si det(A) = 0, C est de type parabole ;

• Équations réduites dans un repère adapté.

• Tracé de coniques.

Ch. 12 : courbes paramétrées

I) Courbes paramétrées planes
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1) Définition

• On appelle courbe paramétrée plane de classe
C k tout couple (I ,~f ) où I est un intervalle de R
et ~f : t 7→ (x(t), y(t)) une fonction vectorielle de
classe C k à valeurs dans R2.

• Support : Γ= ~f (I ) = {
(x(t ), y(t )) : t ∈ I

}
.

2) Symétries et périodicité

• Réduction du domaine d’étude et transforma-
tions géométriques associées

3) Variations des coordonnées

• Tableau de variations conjoint.

4) Branches infinies

• Γ possède une branche infinie au voisinage de t0

si ‖~f (t )‖ −−−→
t→t0

+∞.

• D d’équation ax + by + c = 0 est asymptote à
Γ au voisinage de t0 si ‖#»

f (t)‖ −−−→
t→t0

+∞ et si

ax(t )+by(t )+ c −−−→
t→t0

0.

• Branche paraboliques.

5) Tangente

• On dit que Γ possède une tangente au point
M(t0) si la pente p(t) = y(t )−y(t0)

x(t )−x(t0) de la sécante

(M(t0)M(t )), ou son inverse 1
p(t ) , admet une li-

mite finie quand t → t0.

• M(t0) est régulier si ~f ′(t0) 6=~0, et stationnaire (ou
singulier) sinon.

• Si M(t0) est régulier alors Γ possède une tangente
en ce point dirigée par le vecteur

#»

f ′(t0).

6) Étude locale en un point

• p = min
{

k ∈N∗ : ~f (k)(t0) 6= 0
}

et q =
min

{
k > p :

(
~f (p)(t0),~f (k)(t0)

)
libre

}
(sous ré-

serve d’existence)

• La courbe Γ possède une tangente en M(t0) diri-
gée par le vecteur ~f (p)(t0).

• Point ordinaire, point d’inflexion, points de re-
broussement.
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