PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2024-2025

Semaine 15 (27/01-31/02) : isométries et matrices orthogonales; théoreme spectral

Consignes. La colle débute par la restitution écrite d’énoncés mathématiques choisis par 'examinateur dans
la liste fournie ci-apres. Cette restitution n'excédera pas 8 minutes sinon les énoncés manquants seront
considérés comme non sus. Pour cette semaine :

— Un énoncé pioché dans « généralités sur les isométries et les matrices orthogonales ».
— Un énoncé pioché dans « théoréme spectral ».
— Un énoncé pioché dans «isométries de R? et de R3 »(dessin inclus le cas échéant).

La colle se poursuivra par la résolution d'un ou plusieurs exercices fournis par I'examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation. La connaissance du cours détermine la fourchette dans laquelle sera évalué I’étudiant :

— 3 énoncés sus : note minimale de 9/20;
— 1 énoncé erroné ou non su : note maximale de 13/20;
— 2 énoncés erronés ou non sus : note maximale de 9/20;

— 3 énoncés erronés ou non sus : note maximale de 6/20.

Les colleurs sont libres d’utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés
Généralités sur les isométries et les matrices orthogonales

Définition d’'une isométrie. Une isométrie est un endomorphisme d’un espace euclidien qui préserve la
norme. On note O(E) ’ensemble des isométries de E.

Caractérisation d’'une isométrie. u € Z(E) est une isométrie ssi il existe une BON de E dont I'image par u est
une BON de E.

Définition d’'une matrice orthogonale. M € .#,,(R) est dite orthogonale si MTM = I,,. Dans ce cas, il vient
aussi MM =1 n- On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de taille 7.

Caractérisation d'une matrice orthogonale. Une matrice est orthogonale ssi la famille de ses vecteurs co-
lonnes (resp. lignes) est orthonormée.

Lien entre isométrie et matrice orthogonale. Soit u € .Z (E) et soit % une BON de E.
Alors u € O(E) ssi Matgz(u) € O,(R), olt n = dimE.

Propriétés du groupe orthogonal. VM, N € O,(R), MN € O,(R) ; Vu,v € O(E), uov € O(E).
VMeO,[R), MeGL,[R) et M€ 0,([R) ; Vuec OE), € GL(E) et u! € O(E).

Déterminant d'une matrice orthogonale. VM € O,(R), det M € {+1}.

Réciproque fausse : |§ }| =1 mais (} 1) ¢ O2(R).

Déf. et prop. du groupe spécial orthogonal. SO, (R) = {M € O,(R) : det M = 1}; SO(E) = {u € O(E) : detu = 1}.
VM,N e SO,[R), MN € SO,(R); Yu,v € SO(E), uov e SO(E).

VM€ SO, (R), M € GL,([R) et M1 € SO,,(R); Yu € SO(E), u€ GL(E) et u™! € SO(E).
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Définition d'une symétrie orthogonale. Soit F un sev d'un espace euclidien o
E. On définit la symétrie orthogonale par rapport a F comme la symétrie o <
E -
par rapport a F et parallelement a2 F1. Dans le cas particulier oi1 F est un PN PrY)
hyperplan, on parle de réflexion par rapport a F. F \
Vsp(x

)

Sk(

Caractérisation des symétries orthogonales. u € .Z(E) est une symétrie orthogonale ssi il existe une BON
de E dans laquelle sa matrice est orthogonale et symétrique.

Matrice de passage entre deux BON. Toute matrice de passage P entre deux BON est orthogonale. En parti-
culier, P~1 = PT,

Sous-espace stable et isométrie. Soit u € O(E) et soit F un sev de E. Si F est stable par u alors F L est stable
par u.

Vp réelles possibles d'une matrice orthogonale. Soit M € O, (R). Alors Spg(M) c {+1}.
Spr(M) peut étre vide, parex M = (9 !);

Spr(M) peut étre réduita {1}, parex M = (3 9));

Spr(M) peut étre réduita {—1}, parex M = (' % );

Spr(M) peut étre égal a {+1}, parex M = (} 9,).

Autour du théoreme spectral

Matrice et produit scalaire. VX,Y € .#,, 1 (R), VA€ .4, (R), (AX|Y) = (X|ATY).

Vp d'une matrice symétrique réelle. Toutes les vp d'une matrice symétrique réelle A sont réelles et y 4 est
scindé sur R.

Sep d’'une matrice symétrique réelle. Les sep d'une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux.

Théoreme spectral. Toute matrice symétrique réelle est orthodz : toutes ses vp sont réelles et elle possede
une BON de vp .

Isométries de R? et de R3

Description de O5(R). Soit M € .#>(R). Alors M € O»(R) ssi30 € R : M = (€958 ~sind) oy M = (€08 sind ),

sinf cosf sinf —cosf
Description de SO (R). SO2(R) = {Ry : 6 € R}, ot Ry = (50 ~$in0) De plus RyR, = Ry = RyRp, ¥(6,¢) € R.
- ]
Isométrie positive de R2. Soit u € SO(R?). Alors u est une rotation u(j)

et il existe un unique réel 6 €] —r, 7] tel que, pour toute BOND %,
on ait

cosf —sinf
Matg (u) = (sin@ cos0 )

Isométrie négative de R?. Une isométrie négative u de R? est une

- —
réflexion par rapport a la droite A = E; (u). Si B, = (I, J ) est une
BOND directe adaptée a R?> = A @ A+, alors

T=u)
X

LL(T)

1 0
Matg, (u) = (O _1).

Description des isométries de R3. Soit u € O(R3). Alors il existe une BOND AB,, un réel € € {+1} et un réel
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L. cosf —sinf 0
0 €] — 7, 7] vérifiant Matg_ (u) = (sine 00059 0).
0 £

Rotation de R3. On appelle rotation vectorielle de R® tout élément

u € SO(R3). 1l existe une BOND %, et un angle 0 €] -, ] vérifiant
Maty, (1) = (°953 o 3)

G —_ mn .

P R .
L'axe orienté de la rotation est A = Ej(u) = Vect(K). Langle 6
vérifie 1 +2cosf = tr(u) et sgn(0) = sgn[x,u(x),K], pour tout
x €A

Anti-rotation de R®. On appelle anti-rotation de R3 toute iso-

métrie vectorielle négative u composée d’'une rotation d’axe
—

A = Vect(K) et d'une réflexion s par rapport au plan IT = A+, 1l

existe une BOND %4, = (T,7,K) etun angle 0 €] — m, ] vérifiant
cosf —sinf 0
Matg, (u) = (sige coOsG 01).
L'axe orienté de I'anti-rotation est A = E_; (u). Langle 0 vérifie
— —

—1+2cosO =tr(u) etsgn(0) = sgn[;, u(x),I—<>], pour tout x ¢ A.
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Programme détaillé

Liste des exigibles

— comprendre la notion d’isométrie vectorielle et de matrice orthogonale;

— connaitre la classification des isométries vectorielles dans un espace de dimension 2;

— connaitre la classification des isométries vectorielles dans un espace de dimension 3;

— connaitre I'énoncé exact et complet du théoreme spectral.

I) Isométries vectorielles et matrices orthogonales

1) Définition et propriétés d'une isométrie vecto-
rielle d'un espace euclidien

* On dit que u € Z(E) préserve la norme si : Vx e
E, lu(x) = 1Ilx .

* Une isométrie de E est un endomorphisme de E
qui préserve la norme.

*On dit_gll? ue % (E) _Prése_r)ve le B{oguit scalaire
si:V(x,y)e B (u(x)|u(y))=(x|y)

* Un endomorphisme préserve la norme ssi il pré-
serve le produit scalaire.

* Un endomorphisme qui préserve la norme est
injectif et donc bijectif s’il agit sur un espace eu-
clidien

* Un endomorphisme d’un espace euclidien qui
préserve la norme est appelé une isométrie vec-
torielle (ou bien un automorphisme orthogonal
mais a éviter).

2) un exemple fondamental : les symétries orthogo-
nales

e Définition d'une symétrie orthogonale, réflexion.

* Une symétrie préserve la norme ssi c’est une sy-
métrie orthogonale.

* Caractérisation des isométries via I'image d'une
BON.

e Siun sev F de E est stable par u € O(E) alors Ft
est stable par u.

3) Définition et propriétés d’'une matrice orthogo-
nale

* On dit qu'une matrice A € .#,(R) est orthogonale
siATA=1,0uAAT =1I,,.

* Une matrice est orthogonale ssi la famille de ses
vecteurs colonnes est orthonormée.

s u e Z(E) est une isométrie vectorielle ssi sa ma-
trice dans une BON est orthogonale.

* Soient A et ' deux BON de E. Alors Py_. 5 est
orthogonale.

* Un endomorphisme de E est une symétrie ortho-
gonale ssi sa matrice dans toute BON est ortho-
gonale et symétrique.

4) Groupe orthogonal

¢ La composée de deux isométries vectorielles de
E est une isométrie vectorielle.

* Laréciproque d'une isométrie vectorielle de E est
une isométrie vectorielle.

¢ U'ensemble des isométries vectorielles d'un es-
pace euclidien E forme un groupe noté O(E) et
appelé le groupe orthogonal de E.

¢ Le produit de deux matrices orthogonales est or-
thogonale.

* Toute matrice orthogonale est inversible et son
inverse est une matrice orthogonale.

e Lensemble des matrices orthogonales de taille
n forme un groupe noté O, (R) et appelé groupe
orthogonal de .Z,(R).

5) Groupe spécial orthogonal

¢ Le déterminant d'une matrice orthogonale (resp.
d’une isométrie vectorielle) vaut soit 1, soit —1.

* On dit qu'une matrice orthogonale (resp. une iso-
métrie vectorielle) est positive si son déterminant
vaut 1, et négative sinon.

* Le produit de deux matrices orthogonales (resp.
deux isométries vectorielles) positives est une ma-
trice orthogonale (resp. une isométrie vectorielle)
positive.

¢ Linverse d'une matrice orthogonale (resp. une
isométrie vectorielle) positive est une matrice or-
thogonale (resp. une isométrie vectorielle) posi-
tive.

* Lensemble des matrices orthogonales positives
forme un sous-groupe de O, (R) noté SO, (R) et
appelé groupe spécial orthogonal de .#},(R).
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* Lensemble des isométries vectorielles positives
forme un sous-groupe de O(E) noté SO(E) et ap-
pelé groupe spécial orthogonal de E.

6) Théoréme spectral

* Toutes les valeurs propres d'une matrice symé-
trique réelle sont réelles et son polyn6me carac-
téristique est scindé sur R.

e Pour toute matrice A € ., (R), pour tout (X,Y) €
MR x My B, (AX| Y) = (XIATY).

* Les sous-espaces propres d'une matrice symé-
trique réelle sont deux a deux orthogonaux pour
le produit scalaire canonique sur .#; 1 (R).

* Toute matrice symétrique réelle A est orthodia-
gonalisable : elle est diagonalisable et possede
une BON de vecteurs propres. En conséquence,
il existe P orthogonale et D diagonale vérifiant
A=PDPT.

IT) Description des isométries vectorielles en dimen-
sion2et3

1) Orientation d'un espace vectoriel de dimension
finie.

* On dit que deux bases % et ' d’un espace eucli-
dien ont la méme orientation si det (P»_. %) > 0.

* Soit # une base fixée de E arbitrairement dite
directe. Une autre base %’ de E est dite directe
si %' ala méme orientation que Z. Dans le cas
contraire on dit que %’ est indirecte.

* Soit Z une base fixée de E dite directe. Si £’ et
A" sont toutes les deux directes ou toutes les
deux indirectes, elles ont la méme orientation.

2) Isométries vectorielles en dimension 2

¢ Soit M € O,(R). Alors il existe 68 € R vérifiant
M = (E?Ifg _C(s)lsneg) si M et positive, ou bien M =
(cosf sin0 ) si M est négative.

* Le groupe SO, (R) est commutatif.

* Soit E un espace euclidien orienté de dimen-
sion 2, soit u dans SO(E). Alors, il existe un unique

réel 0 dans | — 7, ] telle que, pour toute base or-
thonormée directe %, on ait

_ (cosf —sinf
Matg(u) - (sinﬁ cosf )

On dira que f est la rotation vectorielle d’angle
de mesure 6.

¢ Soit E un espace euclidien dimension 2 et soit s
une isométrie vectorielle négative de E. Alors, s
est une réflexion par rapport a la droite A = E; (s).

3) Isométries vectorielles en dimension 3

* Toute matrice M € O3(R) possede au moins une
valeur propre égale soita 1, soita —1.

¢ Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3
et soit u une isomeétrie vectorielle de E. Alors il
existe une BON directe %4,, unréel € € {+1} et un
réel 6 €] — x, ] vérifiant

Matg, (u) = (gﬁfg }Z‘s“ee 8).
0 0 e

¢ Soit E un espace euclidien orienté de dimen-
sion 3. On appelle rotation vectorielle de E tout
isométrie vectorielle positive, c’est-a-dire tout élé-
ment u de SO(E). 1l existe une BON directe %4, et
un angle 0 €] — 7, ] vérifiant

cosf —sinf 0
Matggu(u) = (51189 (:0059 (1))

¢ On appelle matrice de rotation tout élément M
de SO3(R).

¢ Soit E un espace euclidien orienté de dimen-
sion 3. On appelle anti-rotation de E toute iso-
métrie vectorielle négative u composée d'une ro-
tation d’axe A et d'une réflexion par rapport au
plan IT = At. Il existe une BON directe %, et un

angle 6 €] — , ] vérifiant
cos@ —sinf 0 )

Matg_ (u) = (sinH cosf 0
0 0 -1
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