CH1-Exercices : Rappels et compléments d’algébre linéaire PT
-2024,/2025

1. Révisions-Prérecquis

Exercice 1 = Systémes et espaces vectoriels [F]B ] Tech:i [carz Jobi | [c01000

Résoudre successivement les systémes suivants dans R? :

31’1 — 2]}2 + 3 + 1y = 0
(Sl> 2[L‘1 + 31‘2 + T3 — Ty = 0 s (SQ) 31‘1 — T + 31‘3 =0
— 2$2 - 41’3 + 21’4 =0

en exprimant les ensembles de solutions sous forme d’espace vectoriel engendré par une famille libre.

Exercice 2 = Familles libres [CTF [Tech:s [oba [caz| [eo1001

Démontrer que les familles suivantes sont libres :
010
1) (A%)och2 0t A= [0 0 1
1 00
2) (fa)acpo ; n) OU fo @ > €™

3) (X"P)iepo ; o) 0l P est un polynome non nul.

Exercice 3 Supplémentaires dans R GCa:1 | Tech:1 [ F | [ 01002

Soit F le sous-ensemble de R? défini par : F = {(2,9,2) €ER®, v —y—2=0A 21 — 2 = 0}.

1) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R®.

2) Donner une base de F.

3) On pose G; = Vect ((0,0,1)) et Go = Vect ((0,1,0),(0,0,1)). Gy est-il un supplémentaire de F' dans
R3? G4 est-il un supplémentaire de F' dans R??

Exercice 4 Matrice d’endomorphisme F[Ca0] [e01049
Y4

On considére 'endomorphisme de E = Ry[X] dont la matrice dans la base canonique de E est :

1 1 1
A=11 2 -1
1 -1 5
1) Déterminer f(X?+ 2)
2) Déterminer Ker(f) et Im(f).
3) Modifier la matrice pour que f soit injective.
Exercice 5  Matrices d’une méme application B [obi1 [ a1 | [e01017
On considére f € £L(R?) défini par f : R* — R?
(1.y) 8 L 2 1 n 7
x -+ -y, -T+ =
Y 3 3% 3 3y

On définit deux vecteurs de R? : uy = (1, —1) et up = (2, 1).

1) Montrer que la famille (uy,us) est une base. On notera B’ = (uy, us).
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2) Déterminer f(uy) et f(ug). En déduire la matrice de f dans la base B'.
3) Donner la matrice de f dans la base canonique de R,

4) Déterminer la matrice de f dans la base B’ a 'aide du théoréme de changement de base.

Exercice 6  Application linéaire sur les matrices [F]c]cai]caz] [co1004

On note F = M3(R) et on considére I'application f définie sur E par :
VM e B, f(M)=AM — MA

oll A est la matrice :

1) Démontrer que f € L(E).
2) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de E.
3) Déterminer Ker(f) et Im(f).

Exercice 7 Application linéaire sur les fonctions [F]c]Tech:2[cazJobiz| [c01005

On considére ’application suivante :

o: C*(R) — C™(R)
A
1) Démontrer que ® est un endomorphisme.
2) On définit :
E = Vect(f1, fa, f3, f1)
avec fi it sin(2t), fo it cos(2t), fz it e sin(2t), fi:t > e cos(2t)
a) Déterminer la dimension de E.

b) Démontrer que ® induit un endomorphisme de E qu’on notera .
¢) Déterminer le rang et le noyau de cet endomorphisme.

3) Démontrer que ¢ induit une endomorphisme sur F' = Vect(fs, f1) qu’on notera g puis démontrer que
g est un automorphisme de F.

Exercice 8  Application linéaire sur des fonctions polynomiales [0 ob3 [ Tech:2 [Cast | [ 01006

Soit n un entier naturel non nul. On note E I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au
plus n. On définit sur £ application ¢ qui a f € E associe la fonction :

O(f):x— /Hlf(t)dt

1) Démontrer que ® est un endomorphisme de E.
2) Déterminer la matrice de ® dans la base canonique de E.
3) Déterminer le noyau et 'image de ®.

4) Démontrer que ® commute avec 'application D : f — f'.

Exercice 9 Famille libre Re:4 | Rasd | Ob:3 | [ 01007

Soit f un endomorphisme sur un espace vectoriel £. On suppose qu’ une famille (u;);cpi ; » de vecteurs
non nuls de F est telle que pour tout i € [1; n] il existe A; € K des scalaires distincts deux a deux tels
que f(u;) = A\ju;. Démontrer que la famille (u;)cp ; o) est libre.
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2. Compléments d’algébre linéaire
Exercice 10 = Réduction [F]ob:3 [Ras [ Tech:2] |e01021

Soit f € L(E) tel que f*=f. Onpose By ={x € E / f(zx)=a}et E,={z € E / f(z) = —x}.
Montrer que F = Ker (f) ® £y, @ E_;.

Exercice 11 = Projecteurs/Symétries avec des fonctions et des polyndmes [tech: [Ram]obs]o] [c01022

1) Dans E = C°(R,R), on note l'espace des fonctions paires P et 'espace des fonctions impaires Z.
a) Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de E et montrer que P et Z sont supplémentaires.
b) On note p la projection sur P parallélement a Z. Déterminer I'expression de p(f) pour f € E.

2) Soit P € K[X] de degré n € N*. On note F' = {QP, Q € K[X]} et K,,_1[X] I'ensemble des polynémes
de degré inférieur ou égal a n — 1.
a) Rappeler le théoréme de division euclidienne des polynomes.
b) Montrer que F & K,,_1[X]| = K[X].
¢) On note s la symétrie par rapport & F' parallélement a K,,_;[X]. Déterminer 'expression de s(A)

pour A dans K[X].

Exercice 12 = Supplémentaires et hyperplans [cTB[rech [obz | [e01023

1) Soit H un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie, H # E. Montrer que H est un hyperplan si
et seulement si pour tout u ¢ H, H et Vect(u) sont supplémentaires dans E.

2) Soit F' = {(,y,2) € R®, 2z + 3y — 5z = 0}. Déterminer un supplémentaire de F' dans R>.
3) Soit H ={P € R,[X], P(1) =0} ou n € N*. Déterminer un supplémentaire de H dans R,[X].

Exercice 13 = Espaces stables [B ] Tech:i [Ca:t [obiz| [e01009

1) On considére 'endomorphisme de R® canoniquement associé & la matrice :

00 2
A=12 9 -12
15 -6

On notera B la base canonique de R?.
a) Déterminer la matrice de f dans la base B = ((—1,2,1),(-3,-2,-2), (-2, -1, —1)).
b) Donner deux sous-espaces vectoriels de R® qui sont stables par f.
2) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
a) Démontrer que Im(f) est stable par f.
b) Démontrer que pour tout A € K on a Ker(f — Midg) qui est stable par f.
¢) Démontrer plus généralement que pour tout A € K et p € N*, on a Ker ((f — Midg)?) qui est stable
par f.

Exercice 14 = Somme de trois sous-espaces vectoriels dans Ry[X] [cTF [Tech:s [ob2] [e01010

On se place dans £ = Ry[X] et on considére les trois ensembles ci-dessous :
Ey={PeE: P(-1)=P(0)=0},E,={PeE: P(0)=P(1)=0},E,={PeFE: P(1)=P(-1)=0}.

1) Démontrer que E_j, Ey et E) sont des sous-espaces vectoriels de E.
2) Démontrer que E_1 @& Ey @ E; = E.

3) Déterminer une base de Ro[X] adaptée a la somme directe précédente.
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Exercice 15

On considére I'application linéaire f définie sur R? par :

f: R* — R?
1) Démontrer que f est une symétrie vectorielle et en préciser les élément caractéristiques.

2) Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de s est diagonale. Préciser cette matrice diagonale.

3) Faire une représentation graphique des résultats précédents permettant une construction géométrique
de f(z,y)

Exercice 16 = Matrice d’une projection et d’une symétrie [B]F[Techit [Caiz| [c01012

On se place dans F = R? et on définit :
D = Vect((1,-1,2)) et P={(z,y,2) €ER® : 22 —y+2=0}

1) Démontrer que D @ P = R? et déterminer une base adaptée a cette décomposition de R?.

2) Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection sur P suivant D et de la projection sur
D suivant P.

3) Déterminer la matrice de la symétrie par rapport a P suivant D.

Exercice 17 = Décomposition en somme directe de noyaux [c]o[Rrasz]ob2] [c01013

On considére un endomorphisme f défini sur un espace vectoriel E et on suppose que :

f? =4f.

1) Démontrer e € Ker(f — 4idg) <= f(e) = 4e.
2) Démontrer par analyse synthése que Ker(f —4idg) @ Ker(f) = E.

3) Un exemple en dimension trois. On considére 'endomorphisme f canoniquement associé a la matrice :

8§ 0 4
A=1|-4 4 —4
-8 0 —4

a) Démontrer que f* = 4f.
b) Déterminer une base adpatée a la décomposition Ker(f — 4idgs) @ Ker(f) = R? puis la matrice de
f dans cette base.



