LYCEE DU DIADEME PTSI, ANNEE 2025-2026 Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes :

8
1. [exp®® cos(z)dz.
FEuIiLLE DE TD N° 5 1

8
On a fexp% cos(z)dr =

e[z expl(2+ 00)).
OI‘7 2+z (2+3)7(; P) = 2T ]
Donc, 2+z exp((2 +i)x) = 25* exp(2x)(cos(x) + i sin(z))

W Calceuls directs de primitives/intégrales = M(Z cos(z) + 2i sin(x) —icos(x) — i%sin(x)).

=

Re(exp((2 + i)z))dzr = Re(f8 expHIe dgz) =

Primitives et équations différentielles

Exercice 1.

2 2
1. On a f T:_?’d:r = Of %4xi3df = [In(|4z + 3])]3.
2. fexp(—z) sin(2x)dz
2
0

Ainsi, fexp cos(z)dr = [eXpT(Qw)@ cos(x) + sin(x))]5.

2. Pourzx € Ronab+z :5(1+%)=5(1+(\%)2).Ainsi, en posant u = \%, ) )
3 . .
75 5 On a fexp_’” sin(2x)dz = fIm(eXp((—l + 2i)x))dx
avec du = f’ on a f 5+x2dz = f 5(1+u2)\fdu = [farctan( NG
_ (—1+42¢)x _ _ . 1
3. En posant u = sm(m) avec du = cos(x)dx on a =1Im fexp dr) = Im([ =15z 1+21 exp((=1+ 20)z)lp)-
[(cos(z)?)* cos( )dx = [(1 — sin(z)?)* cos(x )dx = (1 —=u?)du = [(1 - Or, 13_2- =1 1+;1)(211 2 = =5
4u? +6ul — 4u +uf)du = [u— Fu® + u® — 2u” + 20 = [sin(x) — £ sin(z)3 + Ty v b 1% .- _
Fan(e s pp) T : Done. ik expl(—1 + 2000) = =52 xpl-n)eos(2e) + in(20) =
> ! ? EXP( w)( cos(2x) — isin(2x) + 2i cos(2x) + 2i% sin(2x)).
4. On reconnait une somrne géométrique. On a ainsi :
jexp(l(Ox) 1o f Z exp(a)*dz = j}* 29: exp(kz)dz Ainsi, bfexp*z sin(2zx)dz = [eXpé 2) (2 cos(2z) — sin(2z))]3.
exp(x)
1 k=0
= f 1+ Z exp(kz)dr = [z + Z SplEn))3, W Intégration par parties
=1
Attentlon pour primitiver z — exp(/\x) ou z — cos(Az) ou ..., il faut séparer Exercice 4.
le cas A = 0 qui donne une fonction constante. e ¢ 5, 2
1. On a [z(n(z)?dz =pp [% ()25 — [ 22284 = [Z1n(z)?)5 -
Exercice 2 (Linéarisation). 1 1
1. Déterminer une primitive de f : z + cos(z)? sin(x). JzIn(z)dz =pp [%2 In(z)?]§ — ([“”—22 In(x)]§ — fL;%dx) = [I—; In(z)?]§ —
On pose u = cos(z), avec du = —sin(z)dz. On a alors : [ cos(z)?sin(z)dzx = 1 ) ) 1
a2y = (b [ (1% (e - [515) = [5 (n@)? - (@) + ).
2. Determlner une primitive de g : & — cos(2z) sin(3x). 7 : _ -1 2 _ : -1 _
aid Lo ‘ ‘ 2. On a [(2z 4 1)sin(3z)dz =1pp [(2x + 1) cos(3x)]T — [ 25F cos(3x)dx =
On a cos(2z)sin(3z) = (& (C55—) = L(e® — 7™ 4 ¢ — Lo 5 . ) L
e %) = L(2isin(5z) + 2isin(—z)) = 1(sin(5z) — sin(z)). [(22 +1) 5" cos(32)]7 + [§ sin(3z)]7 = [(22 + 1) FF cos(3z) + § sin(32)]7.

Ainsi, on a [ cos(2z)sin(3z)dx = [ £(sin(5x) — sin(z))dz = [5(F* cos(5z) +
cos(z))]. B Changement de variable




Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes en effectuant les changements de de la constante
variables suggérés. On a [b(z)eA®)dr = [ sin(x) exp(2x)dz.

z Et, fsm exp(2m)da: = Im([ exp((2 +i)z)dx) = Im([5 exp((2 + i)x)]) =
1. On pose u = cos(t), avec du = —sin(t)dt. On a f @) gy — exp(2f'3)
: p ) (TFcos(h)? Im([25* exp(2x)(cos(z) + isin(z))]) = [ZB=2(2sin(z) — cos(x ))]
3 o cone) it cos(%) Donc g : x +— exlDT(QI)(Z sin(z) — cos(x)) est une primitive de b.e4
f (?fio)ﬂn( Zeos()sin(t) gy i ﬁdu. Ainsi, y € C1(R) est une solution de (Ej) ssi il existe A € R tel que y =
E ; cos(O) ; n . g.e=d +Xe™ =2 L(2sin(z) — cos(z)) + Ae 27,
t, f/u’(lJru)Q u IPP 1+u f 11+u U= m] [n(|1+u\)] [1 n(|1+ 5. (ES) :Sur R, y —expy = 2exp.
ul)]. . Une primitive de a : x — —exp(x) est A : x — —exp(x).
3 . T . . . 3N
Ainsi sin(20) 1 =cos(t) 119 4 coq 5 La fonction f, : © — —2 est une solution particuliere de (Ej5).
/ (1Fcos(t)® [H'C%(t) ( ®Dls Ainsi, y € C1(R) est une solution de (Es) ssi il existe A € R tel que y =
. 2 fotde A=z -2+ Ae®xP(@)
2. On pose u = 2x + 1, avec du = 2dx, v = “Z=. Ona:ofmdx:

u—1

5
u u 3
usl Ldu {i 2 — L)du =1 - LVt

=

W Résolution d’équations différentielles

Exercice 6. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. (E1) :Sur R, ¢y — 3y =0.
Une primitive de a : @ +— —3z est A: 2 — 222,
Ainsi, y € C1(R) est une solution de (Ej) ssi il existe A € R tel que y =
e A =z Aed?

2. (Eg) : Sur R,y —cosy = 0.
Une primitive de a :  +— — cos(z) est A : z — —sin(z).
Ainsi, y € C1(R) est une solution de (E») ssi il existe A € R tel que y =
e =z AeSn@),

3. (E3) : Sur R, ¢y — cosy = cos.
Une primitive de a :  — —cos(x) est A : x — —sin(x).
Pour b = cos, on cherche une primitive de be?, selon la méthode de variation
de la constante
On a [b(z)eA®dr = [ cos(x) exp(— sin(x))dz = [~ exp(—sin(z))].
Donc g : x »—> —exp(—sin(z)) est une primitive de b.e”.
Ainsi, y € C1(R) est une solution de (E3) ssi il existe A € R tel que y =
ge A4 e A =z —1+ Aetn(@),

4. (E4) : Sur R, 3/ + 2y = sin.
Une primitive de a : x — 2 est A : x — 2.
Pour b = sin, on cherche une primitive de be”, selon la méthode de variation




