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1 ESPACES VECTORIELS

Dans tout ce chapitre, 'ensemble K désignera R ou C ou Q. Ces ensembles sont appelés des corps.

Définitions - Exemples

DEFINITION 1
Soit K un corps. Un K-espace vectoriel £ est un ensemble muni :

1. D’une addition + :

ExE—FE
(z,y) =z +y

telle que :
(a) Pour tous z,y,z € E,onaz+ (y+ 2) = (r + y) + z (+ est associative)

(b) T existe un élément de F appelé vecteur nul, noté Og ou 0, tel que pour tout = € E, on a
x4+ 0=z. (+ a un élément neutre)

(c) Pour tout x € E, il existe un élément de F noté —x, appelé symétrique de x (ou opposé), tel
que = 4 (—z) = 0. (out élément a un opposé)

(d) Pour tous z,y € E, on a x +y =y + x. (+ est commutative)

2. D’une multiplication externe . appelée multiplication par un scalaire :

KxFE—FE
(AN x) = e

telle que pour tous x,y € E et tous A\, u € K, on a :
(a) (A+ p).z = A + p.a. (distributivité & gauche de - )
(b) A(xz+y) = Aax+ \y. (distributivité & droite de - )
(¢) A(p.z) = (Ap).z. (associativité de - )
(d) 1.z =z. (1 est un élément neutre pour - )

Les éléments de E s’appellent des vecteurs, les éléments de K s’appellent des scalaires.
On notera également (E,+,.) lorsque 'on veut préciser quelles sont les opérations d’addition et de
multiplication par un scalaire.

REMARQUE 2 — On notera toujours les lois + et . et le plus souvent.
Parfois, on oubliera méme de mettre le point : 2.z = 2.
Cependant, on notera toujours 2.x et jamais x.2.

EXEMPLE 3 —

1. Un espace vectoriel E n’est jamais vide, car il contient au moins le vecteur nul Og.
L’ensemble E = {0} est un espace vectoriel sur n’importe quel corps de scalaires K.
On aeneffet0+0=0 et A.0=0.

2. Le plan R? est un R-espace vectoriel. Un vecteur u de R? est défini par ses coordonnées (Z) La

somme et le produit par un scalaire sont définis de la facon suivante :

/ /
Yu = <x),v= <m/> eR?, VAER, onau+v= <x+x/>7 Au = <)\x>
Yy Yy y+y Ay

On reconnait ici les opérations + et . définies sur les matrices.

3. De la méme maniére, 'espace K2 est un K-espace vectoriel. Un wecteur u est défini par ses

coordonnées <§> . La somme et le produit par un scalaire sont définis par :

!/ /
Yu = (m>,v: (x/) eK% VAeK, onau+v= (a:—&—x/)’ Au = (A;E)
y y y+y Ay
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Exemples fondamentaux

PRrROPOSITION 4
R est un Q-espace vectoriel.
C est un R-espace vectoriel et un Q-espace vectoriel.

PROPOSITION 5 (Espace vectoriel produit)
Si E et F sont deux K-espaces vectoriels alors £ x F muni de ’addition :
(ExXF)x(ExXF)—> EXF
(=), (@) = (@ + 2",y +y)

et de la multiplication externe :

Kx(ExF)—ExF
A, (2,9)) = (A, Ay)

est un K-espace vectoriel. E x F' est appelé espace vectoriel produit de F et F.

EXEMPLE 6 (L’espace vectoriel K™) — Soit n € N*.
o L’ensemble K" est l’ensemble des n-uplets de nombres dans K.
Clest-a-dire : K" = {(x1,...,2,), avec, V1 < i <mn, z; € K}.
T
T2
On peut aussi écrire un élément de K™ sous forme de matrice colonne, c’est-a-dire : u =

Tn
e Alors, K™ est un K-espace vectoriel. Ses opérations sont :

x1 Y1 1+ Y1
T Yo To + Y2
Yu=| . |,o=1]| . | €K", u+v= .
I'Il yn I'ﬂ + yn
)\(El
)\1‘2
VA ek, Au =
ATy,

Le vecteur nul est Ogn = (0,0,...,0).

Les espaces vectoriels K™ sont les exemples fondamentaux d’espaces vectoriels.

Pour de petites valeurs de n, et en prenant K = R, vous retrouvez R, R?,R3 (la droite réelle, le plan,
Pespace).

La notion d’espace vectoriel généralise toutes les opérations sur les vecteurs que vous pouviez effectuer
dans R? ou dans R3.

PRrROPOSITION 7
Soit E un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque.
Alors Pensemble F(X, E) des fonctions f : X — F est un K-espace vectoriel. Ses opérations sont :

Vi, g€ FI(X,E), VA€K, f+g:t f(t)+g(t), \.f:t—= Af(t).
Le vecteur nul est alors la fonction constante ¢ — 0 (la fonction nulle).

EXEMPLE 8 —
1. F([-1,1],R) est un R-espace vectoriel.

2. KN = F(N,K), l’ensemble des suites (uy)nen @ valeurs dans K, est un K-espace vectoriel.
Ses opérations + et - sont :

(UH)TLEN + (vn)neN = (Un -+ vn)nEN
V(tn)nen, (vn) € KN, VA €K,
)"(uﬂ)neN = ()\un)neN
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EXEMPLE 9 —

1. L’ensemble des matrices de taille n x p, My, ,(K), est un K-espace vectoriel.
Ses opérations + et - sont celles déja définies sur les matrices.

2. L’ensemble des polynéomes K[X] est un K-espace vectoriel.
Ses opérations + et - sont celles déja définies sur les polynémes.

2  SOUS-ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 10
Soit E un K-espace vectoriel.
On dit que F' C E est un sous-espace vectoriel de E si F' # () et si

YA\ pueK, Ve,ye F,on aAx+ uy € F.
REMARQUE 11 — Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors le vecteur nul Og appartient a F'.
REMARQUE 12 — Les ensembles {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

ProrosiTION 13
Si F' est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (E, +,.), alors (F,+,.) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Il faut montrer que (F, +,.) vérifie tous les axiomes d’un espace vectoriel. A vous de le faire! O

REMARQUE 14 — Pour montrer qu’un ensemble (F,+,.) est un espace vectoriel, on montrera le plus
souvent que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel (E,+,.) plus grand et que l’on connait
déja.

Souvent, lensemble E sera M,, ,(K), K", K[X], F(X,K), K.

METHODE 15 — Soit E un K-espace vectoriel et F' C E.
Alors, F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

1. 0g € F,
2. F est stable par addition : pour tous x,y € F, x +y € F,
3. F' est stable par multiplication par un scalaire : pour tout A € K et tout x € F', A\x € F.

EXEMPLE 16 — On sait que F(R,R) est un R-espace vectoriel. On veut montrer que l’espace C°(R,R)
des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
On a bien C°(R,R) C F(R,R) et :

1. La fonction nulle est continue ;.

2. Sif:R—Retg:R— R sont continues alors f + g : R — R est continue, donc C°(R,R) est
stable par addition.

3. SiNeR et f:R— R est continue alors A\f : R — R est continue, donc C°(R,R) est stable par
multiplication par un scalaire.

On en déduit que C°(R,R) est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

PrROPOSITION 17
Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve — Soit I un ensemble. Pour ¢ € [ soit F; un sous-ev de E. L’intersection des F; est non vide : elle contient le
vecteur nul O car tous les sous-espaces vectoriels de E contiennent Og. Soient z,y € m F; et soit A, u € K. Alors pour
iel

tout i € I on a Az + puy € F; car F; est un sous-espace vectoriel, et donc Az + py € m F;. O
icl

REMARQUE 18 — Attention! Si ' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, en général F UG n’est

pas un sous-espace vectoriel.

Contre-exzemple : F =R(1,0) et G = R(0,1) sont des sous-espaces vectoriels de R? (ce sont des droites

vectorielles). Mais F'U G, la réunion de deux droites, n’est pas un sous-espace vectoriel.

En effet, on a (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.
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REMARQUE 19 (Abréviations) — Dans ce cours, on abrégera parfois "espace vectoriel” en "e.v.”, et
“sous-espace vectoriel” en "s-e.v.”.

St vous voulez utiliser une abréviation, dans une copie de concours : 1l faut d’abord utiliser le mot en
entier une premiere fois, puis il faut indiquer a un moment le choix d’abréviation que vous prenez.

EXEMPLES 20
1. L’ensemble K, [X] est un sous-e.v. de K[X].
L’ensemble des matrices diagonales est un sous-e.v. de M,,(K).
L’ensemble des matrices triangulaires est un sous-e.v. de M,,(K).
L’ensemble des matrices symétriques/antisymétriques est un sous-e.v. de M, (K).
L’ensemble des matrices inversibles n’est pas un sous-e.v. de M, (K).

L’ensemble des suites convergentes est un sous-e.v. de RY.

NS S Lo

L’ensemble des suites divergentes n’est pas un sous-e.v. de RY.

EXEMPLES 21

1. L’ensemble S des solutions d’un systéme linéaire n équations p inconnues homogéne est un
sous-e.v. de KP.

2. L’ensemble des solutions d’une EDL1/EDL2 homogéne sur I est un sous-e.v. de F(I,R).

3. Pour a,b € K fizés, 'ensemble des suites qui vérifient u,4o = aun41 + bu, (suiles récurrentes
linéaires d’ordre 2) est un sous-e.v. de KV,

Les propriétés pratiques que nous avons vues sur les systémes linéaires/EDL /suites récurrentes linéaires
viennent en partie des propriétés d’espaces vectoriels qui se cachent derriere.
Le terme linéaire est un terme qui fait référence a la structure d’espace vectoriel.

3 SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS, COMBINAISONS LINEAIRES

Combinaisons linéaires

DEFINITION 22
On dit qu'un vecteur x € E est une combinaison linéaire de vecteurs x1,...,x, s’il existe Ay, ..., A, € K
tels que

T=MT1++ ATn.

PROPOSITION 23

Une partie F' C F d’un espace vectoriel F est un sous-espace vectoriel si et seulement si F' est non vide
et I est stable par combinaison linéaire.

C’est-a-dire, si F # () et si pour tous 1, ..., x, € F et tous Ay, ..., \, €K, on a

Az + -+ Az, € F

DEFINITION 24
Soit A C E une partie de E, on définit le sous-espace vectoriel engendré par A comme ’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A :

n

Vect(A) := {ZAZ:EZ avecn € Ny, ..., \, €K, zq,...,2, € A} .
i=1

C’est un sous-espace vectoriel de F.

En particulier, pouk x1,...,x, € E, on note I’ensemble des combinaisons linéaires de 1, ...,z :

Vect(z1,- - ,2x) = {Mz1+ -+ Apzp | A1, -0, A € K

PRroproSITION 25
Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.
De méme, Vect(z1,...,x,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les vecteurs z1,. .., k.

Preuve — Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que A C H.

H est stable par combinaison linéaire donc Vect(A) C H. O
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EXEMPLE 26 —
1. Dans R® muni de son repére orthonormé usuel (;, 7, E), on pose e; = (0,1,2) et ea = (0,2,3). Alors
Vect(eq, ea) est le plan vectoriel engendré par ey et es.
On ak = 2e; — ey € Vect (e1,e2) etf: e1 — 2k = —3ey + 2e5 € Vect (e1,e3), donc Vect (5, E) -
Vect (eq, e2).
Et réciproquement, on montre que ej,es € Vect (;, E) Cela montre par double-inclusion que

Vect (e1, e2) = Vect (7, k).

1 1 1 1 T4y
2. Soit P = Vect 11,12 .OnaP=<z| 1 |+yl|2]=]| z+2y | z,y e K2
-1 3 -1 3 -z + 3y
2z —y
3. Soit F = x+2y |, x,y € K23 C K3. Alors, F est un sous-espace vectoriel car :
3x — 2y
2 -1 2 -1
F=<z|1]4+y| 2 |, z,y € K} = Vect 11,1 2
3 -2 3 -2

DEFINITION 27
Soit F un K-espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On définit la somme de F' et G comme :

F+G:={u+v|ueFveG}

PRropPOSITION 28
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve —Ona F+G C EetO0p € Fet Op € Gdonc0g =0g+0g € F+G. Soient A € Ket z,y € F+G, c’est-a-dire qu’il
existe zp,yp € F et zg,yc € Gtelsquez =zp+zg et y=yr+yg. Onadonc z+y = (zp +yr)+ (zg +yg) € F+G
et \z = \zp + g € F+G. |

EXEMPLE 29 — Si F' =Rz et G = Ras, alors F + G = Rxy + Rag = Vect(z1, 22).
F + G est l'ensemble des combinaisons linéaires de x1 et xo.

EXEMPLE 30 —
1. On a C=RI1 + Rq.
2. On aR®={(0,y,2), avecy,z € R} + {(x,y,0), avec v,y € R}.

3. RN = {(un)n>o0 € RN t.q. up = 0} + {(un)n>o0 € RY t.q. uy = 0}.
En effet, soit (u,)n>0 € RY. Alors en posant (v,)n>0, (Wn)n>o0 des suites telles que (vg = 0 et
Up = Uy sin>0), (wog=wug et w, =0, sin>0), on obtient (uy)n = (Vn)n + (Wn)n-

DEFINITION 31
Soit F1, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme des F; est I’ensemble

n n
ZF = {in , avec , pour tout i € {1,...,n}, x; € Fz}
i=1 i=1

C’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les Fj.
C’est aussi ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments des Fj.

n

EXEMPLE 32 — Pour x1,...,x, € R, on a ZK@ = Vect(z1,...,x,). La somme des sous-espaces
i=1

vectoriel engendrés par chaque x; est le sous-e.v. engendré par la famille (x4, ..., zy).

3.1 Somme directe

DEFINITION 33

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont en somme directe si :
pour tout x € F + G, il existe un unique couple (xp,zg) € F X G tel que z = zp + zg.

On note alors la somme F & G.
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THEOREME 34
Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe si et seulement si ' NG = {0}.

é) etG =R (?) sont des sous-espaces vectoriels de R?. Soit u = (f/) € FNnG.

Commeu € F, onay=0. Commeu € G, on ax=0.
Finalement on obtient u = 0. Ainsi, F' et G sont en somme directe.

EXEMPLE 35 — FF =R (

DEFINITION 36

Soient E un e.v. et F, G deux sous-e.v. de FE.

On dit que F et GG de E sont supplémentaires dans E s’ils sont en somme directe et si F + G = F.
On note alors £ = F ® G.

Onadonc: E=F®G < (E=F+Get FNG={0}).

DEFINITION 37 (Somme directe de plusieurs sous-e.v.)
Soient Fy, ..., F,, des sous espaces vectoriels de E. On dit que Fi, ..., F, sont en somme directe si :
n

n
pour tout x € ZF“ il existe un unique n-uplet (z1,...,z,) € F1 X ... x F,, tel que x = Zmz
i=1 i=1
Onlenote F1 ® Fo®...® F, ou @), F,.

n

On dit que F1,..., F,, sont supplémentaires dans E s’ils sont en somme directe et si Z F,=F.

i=1
On le note @, F; = E.

PROPOSITION 38

Soit I, ..., F, des sous espaces vectoriels de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. F1,...,F, sont en somme directe.

n
2. Pour tous z1 € FY,...,x, € F, tels que le =0, on aalors, V1 <i<mn, z; =0.
i=1

3. Pour tout 1 <7< mn,onalkF;N Z F; = {0}.

J=1, j#i
REMARQUE 39 —
1 0 0 x
1. OnaK3=K. |0 @K |1]| @K |0]. En effet, tout vecteur u= |y | € K3 s’écrit de maniére
0 0 1 z

unique comme une combinaison linéaire de ces trois vecteurs :
1 0 0
u=z |0l 4+y[1l]+2]0
0 0 1
2. D’apres la définition 37, on a F = F} ® Fy--- ® F, si et seulement si tout vecteur x € F se

décompose de maniére unique dans Fy,..., F, :
ANxq, ..., xp avecx; EF; etz =21+ ...+ Ty,

3. Attention ! Pour montrer que Fy et Fy sont en somme directe, il suffit de montrer que F1NFy = {0},
mais ce n'est plus vrai pour n > 3 :

(Vi<i<j<n, FiNF;={0}) # L ®---aF,

Voici un contre-exemple dans R? : Fy =R (é), Fr=R ((1)> et F5 =R (})

4 FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES, BASES

4.1 Familles libres

DEFINITION 40
Soit E un K-espace vectoriel. Soit (x1,...,2,) € E™.
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1. La famille (z1,...,z,) est dite libre si :
pour tous Ar,..., A\, € K,ona Y Na; =0=Vie{l,...,n}, \; = 0. On dit aussi que les
vecteurs 1, ..., T, sont linéairement indépendants.

2. Si (z1,...,2y,), on dit qu’elle est liée liée. La famille (x1,...,x,) est liée si et seulement si il existe

n
A,y ..., An € K non tous nuls tels que Z)‘ixi =0.

i=1
3. Une famille de vecteurs (z;);er qui est infinie est dite libre si toute sous-famille finie est libre.
C’est-a-dire, si pour tout n € N* et pour tous i1, ...,4, € I distincts, la famille (x;,,...,z;, ) est

libre.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

EXEMPLE 41 —

1. Une famille de deuzx vecteurs (x1,x2) est liée si et seulement si x1 et o sont colinéaires, c’est-a-dire
s’il existe A € K tel que x1 = Axo ou xo = Axq.

2. Une famille de trois vecteurs (x1,xo,73) dans R3 est libre si et seulement si x1, 22,73 ne sont pas
coplanaires.

3. Attention ! La famille (1,1) est libre dans le R-e.v. C (a.1 4 0.4 =0 ssi a = b= 0), mais est lide
dans le C-e.v. C (pour a =14 et b= —1 on a a.l+b.i=0). Le choiz du corps K (de l’ensemble de
tous les scalaires) est important.

Caractérisation

EXEMPLE 42 — Si une famille de vecteurs (uq, ..., u,) contient deux vecteurs qui sont colinéaires, alors
elle est liée.

PROPOSITION 43

Soit (ug,...,u,) une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E.

Alors la famille (uq,...,u,) est liée si et seulement si 'un des vecteurs u; est combinaison linéaire des
autres.

C’est-a-dire, s'il existe i € {1,...,n} et A1,..., A, € K tels que u; = Zzzl)k# ApU.

Cest-a-dire, si u; € Vect(uy, ..., Ui—1, Uit1, .-, Up)-

PROPOSITION 44 (Familles liées et sous-e.v. engendrés)
Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs, telle que u,, est combinaison linéaire de w1, ..., up_1.
Alors, on a Vect(zy,...,x,) = Vect(x1,...,Tp1).

EXEMPLE 45 —
Pour u; = (1,0,1,-1), ug = (0,1,0,1) et ug = (1,1,1,0), la famille (u1,us2,us) n’est pas libre.
En effet, on a us = uy + uz. On en déduit de plus que Vect(uy,us,us) = Vect(u, us).

PROPOSITION 46 (Caractérisation des familles libres)

Soit (x1,...,2,) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.

On suppose que 1 # 0g et que pour tout 2 < i < n on a z; ¢ Vect (z1,...,2;—1).
Alors, la famille (x4, ...,x,) est libre.

Preuve — On procede par récurrence sur n € N :
e Initialisation : Pour n = 1, la propriété est évidente.

e Hérédité : Soit n > 2, supposons que la proposition est vraie pour toute famille de n — 1 vecteurs ou moins.
Soit (z1,...,zn) telle que z1 # O et, pour tout 2 < ¢ < n, z; ¢ Vect (z1,...,2;—1). Solent A\1,...,\p € K
tels que A1x1 + ... + Ap—1Tp—1 + Anzp = Og. Alors on a A\, = 0 car sinon =, = ﬁ()q:r:l + .. Ap—1Tp—1) €
Vect (21, -+ ,%n—1), ce qui contredit les hypothéses. On a donc Aiz1 + ...+ Ap—12p—1 = 0g. D’aprés 'hypothese
de récurrence, la famille (z1,...,2n—1) est libre, donc Ay = ... = Ap—1 = 0. La famille (z1,...,z5) est donc libre,
ce qui termine la récurrence.

O

PROPOSITION 47 (Familles libres et somme directe)

Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E' en somme directe. Soient (z1,...,z,) une famille libre de
F et (y1,-..,Ym) une famille libre de G.

Alors, (21,...,Tn,Y1,- .., Ym) est une famille libre de F & G.
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Preuve — Supposons a1x1 + -+ + an®n + 1y1 + -+ - + Bmym = 0, alors
a1x1 + -+ anxn = —(B1y1 + - + Bmym)

et ce vecteur appartient & F N G. F et G sont en somme directe, donc ajz1 + ...+ anxy =0 et B1y1 + -+ + Bmym = 0.

Les familles (x;) et (y;) sont libres donc tous les «; et les 3; sont nuls, ce qui permet de conclure. O

Exemple - Famille échelonnée de polynomes

DEFINITION 48
Soit (Py,. .., P,) une famille de polynémes de K[X]. On dit que cette famille est échelonnée en degré si
deg(Py) < deg(Py) < ... < deg(P,).

PROPOSITION 49
Soit (P, ..., P,) une famille de polynémes de K[X] échelonnée en degré.
Alors cette famille est libre.

EXEMPLE 50 —

1. Ainsi, la famille (1, X, X2,..., X"™) est une famille libre dans K[X], et dans K, [X].
De méme, la famille des (X*, k > 0) est une famille libre.

2. La famille (1,(X —a), (X —a)?,...,(X —a)") est elle aussi une famille libre de K[X].
3. La famille (X +1)2, X2 4+ 1,2X) n'est pas libre.

4.2 Familles génératrices

DEFINITION 51

Une partie A C E est dite génératrice de E si Vect(A) = E.

Dit autrement, une famille (z1,...,z,) est génératrice de F si tout vecteur de F est combinaison linéaire
des vecteurs x1,...,Ty, :

Pour tout y € FE, il existe A1,..., A\, € K tels que y = Mx1 4+ ...+ Apxy.

EXEMPLE 52 —
1. Poure; = (1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1), la famille (el, cee en) est génératrice de K™.

En effet, soit x = (x1,...,z,) € K", alors x = szei

On peut de méme remarquer que cette famille est lzbre

2. La famille (1,X,...,X™) est génératrice de K, [X].
En effet, pour P un polynéome on P(X) =ap+ a1 X + ...+ adeg(p)Xdeg(P). Si deg(P) < mn, alors
on a bien une combinaison linéaire des 1, X,..., X™.

3. Pour E le sous-ev des fonctions polynomiales de R dans R, la famille (gn)nen, avec gy : x + ¥,
est génératrice de E.

4. Si on rajoute des vecteurs a une famille génératrice, elle reste génératrice.

PROPOSITION 53 (Familles génératrices et sommes de sous-e.v.)

Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Soient (z1,...,x,) une famille génératrice de F et
(Y1, .-, Ym) une famille génératrice de G.
Alors (z1,...,Zn, Y1, .., Ym) est une famille génératrice de F' + G.

Démonstration — On vérifie la définition de famille génératrice.

4.3 Bases
Définitions

DEFINITION 54
Une base d’un K-espace vectoriel E est une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et génératrice
de F.

EXEMPLE 55 —
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1. La famille (1,7) est une base de C comme R-espace vectoriel.
La famille (1) est une base de C comme C-espace vectoriel.

2. La famille (eq,...,e,) avec e; = (0,...,0,1,0,...,0) est libre et génératrice de K™.
C’est donc une base de K™. On l'appelle la base canonique de K.

8. La famille (Eij),<;c,, 1<j<, €t une base de Ue.v. des matrices n x p, My, ,(K).
On Uappelle la base canonique de M, ,(K).

4. On a également vu que la famille (1,X ..., X™) est libre et est génératrice de K, [X].
C’est donc une base de K,,[X]. On Uappelle la base canonique de K,[X].

5. La famille (1, X1, X2 ... X", ...) est une base (infinie) de K[X].
On Uappelle la base canonique de K[X].

EXEMPLE 56 —
1. La famille (x — exp(3z)) est une base du sous-e.v. des solutions de ’EDL1H y'(x) — 3y(z) = 0.

2. La famille (cos,sin) est une base du sous-e.v. des solutions de ’EDyH y"(x) — y(x) = 0.

DEFINITION 57
Soit E un espace vectoriel admettant une base finie B = (e, ..., €,). Soit u € E.
On appelle coordonnées du vecteur u dans la base B I'unique n-uplet (z1,...,2,) € K tel que :

U=2x1€1+ ... +ITpep.

REMARQUE 58 — L’ezistence de ce n-uplet vient du fait que la famille est génératrice.

L’unicité de ce n-uplet vient du fait qu’elle est libre :

Supposons (Y1, .. .,Yn) un autre n-uplet tel que u = yie1 + -+ + ypey.

En prenant la différence, on obtient (x1 — y1)er + -+ + (X, — Yn)en = 0g. Comme la famille est libre,
cela implique, pour tout 1 < i <n, que x; = y;.

o Attention aux ensembles : u est dans E, la base (e1,...,e,) dans E™, et les coordonnées (x1,...,xy,)
dans K™.

Caractérisation des bases

PROPOSITION 59 (Lemme de Steinitz)

Soit E un K-e.v. Soient (eq,...,e,) une famille génératrice de E, et (f1,..., f,) une famille de vecteurs
de F qui est libre.

Alors, on a m < n.

Le lemme de Steinitz est la "clé de voute” qui permet de définir la notion de dimension pour un espace
vectoriel. Il simplifie énormément la recherche de bases mais aussi celle de familles libres et de familles
génératrices.

COROLLAIRE 60

Soit n > 1. Soit E un K-e.v. qui posséde une famille génératrice a n éléments.
Alors, toute base de E a au plus n éléments.

Soit F' un K-e.v. qui posséde une famille libre a m éléments.

Alors, toute base de F' a au moins m éléments.

Preuve — Une base est a la fois libre et générarice. Avec le Lemme de Steinitz, elle a donc moins d’éléments qu’une famille

génératrice et plus d’éléments qu’une famille libre. O

COROLLAIRE 61 (Familles libres qui sont des bases)
Soit n > 1. Soit F un K-e.v. qui posséde une famille génératrice a n éléments.
Alors, toute famille de vecteurs de F qui est libre et a n éléments est une base de F.

Preuve — Soit (f1,..., fn) libre. Par 'absurde, si cette famille n’est pas génératrice de E, alors il existe fn+1 €
E\ Vect(f1,..., fn). D’apres une caractérisation des familles libres, la famille (f1,..., fn, fn4+1) est alors elle aussi libre.
Mais, d’apres le lemme de Steinitz, cette famille libre doit avoir au plus n vecteurs, contradiction.

Donc la famille (f1,..., fn) est génératrice de E, donc c’est une base de E. |

EXEMPLE 62 —
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1. Définissons les vecteurs f1 = (1,2,0), fo = (1,0,3) et f3 = (0,1,0) de R3.
Ils forment une famille libre de R3. Comme R? posséde une base a 3 éléments, la famille (f1, f2, f3)
est donc elle aussi une base de R3.

2. Deuz vecteurs non colinéaires dans R? forment une base de R3.
De méme, trois vecteurs non coplanaires dans R forment une base de R3.

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

DEFINITION 63

Soit E un K-ev de dimension finie. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soient z1,...,z, des vecteurs
de F.

Pour j € {1,...,p}, soit z; = DI | a; je; la décomposition du vecteur z; dans la base B.

On définit alors la matrice Matg(x1,...,2p) = (ij)i; € Mnp(K).

Cette matrice est appelée la matrice de la famille (z1,...,z,) dans la base 5.

REMARQUE 64 — La j-éme colonne C; de la matrice Matg(z1,...,x,) contient les coefficients de la

décomposition du vecteur x; dans la base B.

EXEMPLE 65 — Pour E =K2, B=((1,-1),(0,1)), et 21 = (1,0), 22 = (1,1),z3 = (2,1), on a :

1 1 2
Matg(xl,zg,xg):(l 9 3>.

REMARQUE 66 — Soit A € Ay, ,(K). Notons C1,...,C) les colonnes de A, vues comme vecteurs colonne
de K.
Alors, la matrice A est exactement la matrice de la famille de vecteurs (C1,...,Cp) dans la base banonique
de K™,

PROPOSITION 67 (Bases et matrices inversibles)

Soit F un e.v. qui possede une base B avec n éléments. Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E.
Soit M = Matg(us,...,u,) la matrice de cette famille dans la base B.
Alors, la famille (ug,...,u,) est une base de E si et seulement si la matrice M est inversible.

5 DIMENSION, ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Dimension d’un espace vectoriel

DEFINITION 68

Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie si F possede une famille génératrice avec un nombre
fini d’éléments.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

EXEMPLE 69 —

1. L’e.v. K" est de dimension finie.
On a vu précédemment que la famille (eq, ..., e,) génére K" (et en est une base).

2. L’e.v. K,[X] est de dimension finie.
3. L'ev. My p(K) est de dimension finie.

4. L’ev. K[X] est de dimension infinie. En effet, il contient une famille infinie qui est libre :
(X0, X1 ...). D’apres la proposition 59, il ne peut donc pas avoir de famille génératrice finie (sinon,
on aurait une contradiction).

5. On prouwve de la méme fagon que l'ensemble F(R,R) est de dimension infinie. En effet, pour tout
n € N* et tous réels distincts oy < -+ < au,, la famille de fonctions (x — e®'®, ... & — e*?) est
libre. [Démonstration a faire, par récurrence]

10
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THEOREME 70 (Théoréme de la base extraite)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, avec E # {0}.

Soit (uq,...,u,) une famille génératrice de E.
Alors, on peut extraire de cette famille une sous-famille (u;,, ..., u;, ) qui est une base de E.
Preuve — On démontre cela par récurrence sur n € N*. O

THEOREME 71 (Définition de la dimension)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, avec E # {0}. Alors :

1. L’e.v. E admet une base finie. Notons n son nombre d’éléments.

2.

Toute les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

On définit alors la dimension de E sur K comme ’entier n.
On note cela dimg F = n, ou dim £ = n si 'on connait le corps K.
Par convention, pour £ = {0} on pose dim E = 0.

Preuve —

1.
2.

5.1

On utilise le théoréme de la base extraite.

Si (e1,...,er) et (e],...,€l,) sont deux bases de E, alors (e1, - - ,e,) est une famille génératrice de E et (e}, ,e},)
est une famille libre, donc le Lemme de Steinitz nous dit donc que n < 7.
Comme (e1,--- ,er) est libre et (e}, -+ ,e},) est génératrice de E, on a de méme n < r, ce qui donne n = r.

O
Exemples

EXEMPLE 72 —

1.

1 0

0 .
Onadim(K®)=ncar |lex=| .|, ..,en=1]" en est une base.

: 0

0 1

. Attention ! : C est de dimension 1 en tant que C-espace vectoriel mais est de dimension 2 en tant

que R-espace vectoriel (en effet, la famille (1,1) est une R-base de C).

On peut montrer que R est de dimension infinie en tant que Q-espace vectoriel. En effet, la famille
(7%, k € N) est une famille Q-libre dans R car 7 est un nombre transcendant (aucun polynéme a
coefficients rationnels ne s’annule en ).

3. K, [X] est de dimension n+ 1 car (1, X*',..., X™) en est une base.

. L’espace de matrices My, ,(K) est de dimension n.p, car la famille (Eij)1<i<n.1<j<p en est une

base.

. Dans R3, on pose e; = (1,1,0), ea = (0,1,2), e3 = (—1,0,2) et e, = (0,1,1). La famille

(e1,e9,€3,€4) est génératrice. On a ey & vect(e1), es € vect(ey, ea) et eq & vect(e, ea).
Donc, la famille (e1, ez, e4) est une base de R3.

REMARQUE 73 —

e Changer de corps modifie la forme des bases, ce qui modifie la dimension.

En général, on ne cherche pas a changer le corps K lorsque l’on étudie un e.v. E, pour éviter les
confusions.

e Pour E un K-espace vectoriel de dimension n, E est en bijection avec K™.

En effet, pour (e1,...,e,) une base de E, et pour un vecteur x € E, il existe un unique n-uplet
(a1,...,an) €EK" tel que x = aje; + ...+ anen.

La fonction f:x € E v+ (a1,...,a,) € K" est ainsi une bijection entre E et K".

Nous verrons dans le chapitre Applications Linéaires que cette fonction f est plus qu’une bijection.
(c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels)

5.2 Caractérisation des bases en dimension finie

PROPOSITION 74 (Caractérisation des bases)

Soient E un espace vectoriel de dimension n et (fy,- -, f,) une famille de n vecteurs de E. On a :
(f1,-++, fn) est une base <= (f1,---, fn) est libre <= (f1, -, fn) est génératrice.

11
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Preuve — Il faut prouver 3 implications pour démontrer cette double équivalence.

e Si(f1,...,fn) est une base, c’est une famille libre.

e Soit (f1,..., fn) une famille libre. Puisque E posséde une famille génératrice & n éléments, la famille (f1,..., fn) est
une base de E, donc est génératrice.

e Soit (f1,..., fn) une famille génératrice. D’apreés le théoréme de la base extraite, on peut en extraire une base
(e1y.-.,€em). Or le Théoréme précédent nous dit que m = n, donc que (e1,...,emn) est la famille (f1,..., fn) toute

entiere. C’est donc une base de E.

O

EXEMPLE 75 — Dans Ro[X] on pose la famille B = (2,3X — 1,(X + 2)?). Cette famille est échelonnée
en degré, donc elle est libre. Or, Ro[X] est un espace vectoriel de dimension 3. Une famille libre de 3
vecteurs dans un e.v. de dimension 3 est une base de l’ev, donc B est une base de Ro[X]. (aucun calcul
nécessaire)

Définissons la famille (f1, fo, f3) avec f1 = (1,0,2), fo = (1,1,2) et f3 = (2,0,2). Soit (e1,ez,e3) la
base canonique de R3. On a e; = f3 — f1, ea = fo — f1 et e3 = f1 — %fg, donc ey, es, ez sont dans
VGCt(fl, fg, fg) Ainsi, on a RS = Vect(el, €2, 63) C V@Ct(fl, fQ, fg) - Rg, donc Vect(fl, fg, fg) = Rs La
famille (f1, f2, f3) est donc génératrice de R®. C’est donc une base puisque R? est de dimension 3.

5.3 Théoréme de la base incomplete

On a vu que d’une famille génératrice, on peut extraire une base. On étudie ici le processus inverse.

THEOREME 76 (Théoréme de la base incompléte)

Soient E un espace vectoriel, (eq,...,e,) une famille génératrice de E, et (f1,..., fin) une famille libre.
Alors, on peut compleéter la famille (f1, ..., fi,) en une base (f1, -, fi+p)-

De plus, il est possible de choisir les vecteurs fp,41,...,fm+p Parmi ey, ..., en,.

Preuve — On applique 'algorithme suivant :

1. Sipour tout 1 < j < n, e; € vect(f1,..., fm), alors (f1,..., fm) est génératrice, c’est donc une base et on a fini.
2. Sinon, il existe j € {1,...,n} tel que e; & vect(f1,..., fm), on pose fm41 = e;. La famille (f1,..., fm, fm+1) est
donc libre.
3. On recommence avec la famille (f1,..., fm, fm+1)-
L’algorithme s’arréte aprés au plus n étapes. On obtient ainsi une famille (f1,..., fm,...,, fm+p) libre et telle que tout
vecteur de (e1,...,en) est combinaison linéaire de fi,..., fm+p. Puisque la famille (e1,...,en) est génératrice, on obtient
que la famille (f1,-- -, fm+p) est génératrice aussi. C’est donc une base de E. 0

EXEMPLE 77 — Soit R® muni de sa base canonique (eq,es,e3) et soit f1 = (1,1,1).
On a ey ¢ vect(f1) et ea & vect(f1,e1), donc (f1,e1,e2) est une base de R®. (famille libre de 3 vecteurs
en dimension 3)

5.4 Sous-espaces vectoriels et dimension

PROPOSITION 78 (Caractérisation de E et de {0})
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et F' C F un sous-espace vectoriel de E. Alors :

1. Le sous-ev F' est de dimension finie, et on a dim F' < dim E.
2. On a dim F = dim F si et seulement si F' = F.
3. On a dim(F') = 0 si et seulement si F' = {0}.

Preuve —

1. Pour (f1,..., fm) une famille libre de vecteurs de F, on a m < n = dim(E) car F' C E. Les familles libres dans F
ont donc au plus n vecteurs. Soit (g1,...,gx) une famille libre dans F, avec k la taille de la plus grande famille libre
possible. Alors, pour tout z € F la famille (g1, ..., gk, ) est liée, donc = € Vect(g1,...,gr). Donc cette famille est
génératrice de F', donc c’est une base de F'. Donc F est de dimension finie, et dim(F) = k < n = dim(E).

2. Supposons que dim F' = dim E. Soit (f1,..., fn) une base de F. C’est une famille libre & n vecteurs dans F, donc
c’est aussi une base de E. Ainsi, on a F' = Vect(f1,..., fn) = E. Réciproquement, si F = F, on a le résultat.

3. Par définition, on a dim(F) = 0 si et seulement si F' = {0}.

EXEMPLE 79 —

1. Une droite vectorielle Kxg = Vect(xg), avec xg # O, est de dimension 1.
Tout sous-espace vectoriel de dimension 1 est une droite vectorielle.

12
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2. Un plan vectoriel Ku + Kv = Vect(u,v), avec u et v non colinéaires, est de dimension 2.
Tout sous-espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel.

3. Dans E =R*, on pose F := {(2,y,2,t) €R* x+y=0et 2+t =0}. Alors F contient les vecteurs
f1=10(0,0,1,-1) et fo = (1,—1,0,0) donc vect (f1, fa) C F.
La famille (f1, f2) est libre donc dim F' > 2.
De plus, si (x,y,2,t) € F, alors (x,y,2,t) = (xv,—x,2,—2) puisque t +y =0 et z+ 1t =0, donc
(x,y,z,t) = Ifl + ZfQ € vect (.flan)‘
On en déduit que F' = vect (f1, f2) et dim F' = 2.

PRroPOSITION 80

Soit E un K-e.v. de dimension finie.

Si F possede une famille génératrice & m éléments, alors dim(E) < m.
Si E possede une famille libre & k éléments, alors dim(E) > k.

Preuve —Une base de E est libre donc a moins de m vecteurs, et est génératrice de ¥ donc a plus de k vecteurs. O

COROLLAIRE 81
Soit £ un K-e.v. et uy,...,u, € F.
Alors, on a dim(Vect(uq, ..., uy)) < n. On a égalité ssi la famille (uq,...,uy) est libre.

DEFINITION 82
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 est appelé
hyperplan de F.

EXEMPLE 83 — Dans E = R*, soit G := {(z,y,2,t) € R, x +y+ 2+t = 0}, alors les vecteurs
(1,-1,0,0), (1,0,—1,0) et (1,0,0, —1) forment une famille libre de G, donc dim G > 3. Or G # R* car
(1,0,0,0) ¢ G, donc dim G < 3. On en déduit que G est de dimension 3, c’est un hyperplan de R*. Une
base de G est donnée par les vecteurs (1,—1,0,0), (1,0,—1,0) et (1,0,0,—1).

PROPOSITION 84 (Dimension d’un produit d’e.v.)
Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors, on a :

dim(E x F) = dim E + dim F.

Preuve — En effet, si (e1,...,en) est une base de E, et (f1,...,fm) est une base de F, on vérifie que la famille
((e1,0),- -+, (en,0),(0, f1),- -+ , (0, fm)) est libre et génératrice, donc une base de E X F. a

THEOREME 85 (Formule de Grassmann)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim(F+G) =dimF +dim G —dim FNG.

Ce résultat est tres utile dans 1’étude de F' + G et de F'N G. Si on connait 3 des 4 dimensions, alors on
connait automatiquement la 4-eme.

COROLLAIRE 86 (Somme directe et dimension)
Soit F' et G des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie. Alors

Fo(G < dim(F +G) =dim F +dimG.

REMARQUE 87 —

1. De méme, on a Fy @ --- @ Fy si et seulement si dim(Fy +--- + F}) = dim Fy 4 - - - + dim F}.

2. L’intersection de deuz plans vectoriels F, G distincts dans R® est de dimension 1, et on a F+G = R3.
En effet, on a dim(F + G) < dim(R3) = 3, et dim(F + G) > dim(F) = 2 (car F,G sont distincts).
Done, dim(F + G) = 3. On montre bien queF + G = R3.

En appliquant la formule de Grassman, on obtient que dim(FNG) =242 -3 =1.

PROPOSITION 88 (Existence d’un supplémentaire)

Soit £ un K-e.v. de dimension finie.

Alors, tout sous-espace vectoriel F' posséde (au moins) un supplémentaire G dans E.
Tous les supplémentaires de F ont la méme dimension, qui vaut dim(F) — dim(F).

13
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Preuve — Soit F' un sous-espace vectoriel de base (f1,..., fm), on compléte cette famille libre en une base (f1,..., fm+p)
de FE par le théoréme de la base incompléte.

Soit G := vect(fm+1,---, fm4p) alors F' et G sont supplémentaires dans E. |

5.5 Rang d’une famille de vecteurs, calcul du rang

DEFINITION 89

Soient E un K-e.v., et eq,...,e, des vecteurs de F.

On définit le rang de la famille (e1,--- ,e;), noté rg(ey,...,e,), par :
rg(e1,...,e) = dimvect(eq,...,e).

Le rang de la famille (eq,...,e,) est la dimension du sous-e.v. qu’elle engendre.

ProrosiTion 90
Soient E un K-e.v., et eq,...,e, des vecteurs de F.
Alors, on a rg(ey,...,e,) < n. Il y a égalité si et seulement si la famille (eq, ..., e,) est libre.

COROLLAIRE 91 (Bases et familles de rang n)
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soient ey,...,e, € E.
Alors la famille (eq,...,e,) est de rang n si et seulement si c’est une base de E.

ProrosiTioN 92

Soient E un K-e.v. de dimension n, et ey, ..., e,, des vecteurs de F.

e Alors, on a rg(e,...,en,) < n.

e Toute famille de vecteurs de E qui contient au moins n + 1 vecteurs est liée.

En général, quand les dimensions sont plus petites que 4 ou 5, on peut calculer le rang d’une famille de
vecteurs par encadrement (majorer et minorer la dimension, en trouvant des sous-familles libres ou des
vecteurs qui sont combinaison linéaires & d’autres).

Dans le cas ou la famille de vecteurs est libre, il suffit de résoudre I’équation A1ey + ...+ Ape, = 0 pour
le montrer, et donc calculer le rang.

Sinon, on peut calculer le rang de la famille (eq,. .., e,,) en résolvant un systéme linéaire.

Calcul du rang

METHODE 93 (Calcul d’un rang et systéme linéaire) — Soit E un e.v. de dimension n. Soient e1, ..., e,
des vecteurs de E. Voici une maniére de calculer le rang de cette famille.
1. On résout le systéme linéaire Aie1 + ...+ Apep, = 0, d’inconnue (A1,...,A,) € KP.
Pour cela, on décomposera les vecteurs dans une base B de E (cela donne un systéme de n équations
a p inconnues), et on appliquera la méthode du Pivot.

2. L’ensemble des solutions S obtenu est un sous-e.v. de KP.
Cet ensemble est paramétré par un nombre r de variables.
On peut alors écrire S = Vect(yr,...,yr).

3. Alors on arg(er,...,ep) =p—r.
De plus, avec les solutions y1, ...,y on peut trouver r vecteurs de (e, ..., ep) qui sont combinaison
linéaire des p — r autres.

Nous reverrons cette méthode dans le chapitre sur les applications linéaires, sous le nom de "Théoreme
du rang”.

EXEMPLE 94 — Prenons e; = (1,—1,0), e2 = (0,—1,1), e3 = (1,1,1), eq = (1,2,3), e5 = (2,0,2).

On résout I’équation A\ie; + Ages + ...+ Ases = 0.

En regardant les coefficients, cela donne un systéeme linéaire de 3 équations a 5 inconnues.

En utilisant la méthode du Pivot, on trouve comme solutions : S = Vect((1,—1,-2,1,0), (_72, _72, %4, 0,1)).
Ainsi on arg(ey,...,es) =dim(Vect(er,...,e5)) =5—2=3.

Awec les solutions, on a : e4 = —e1 + eg — 2e3 et e5 = %61 + %62 + %63.

Cela donne Vect(ey,...,e5) = Vect(eq, ea, e3).

La famille (e1, ez, e3) est la famille génératrice, a 3 vecteurs, d’un sous-ev de dimension 3. C’est donc
une base de ce sous-ev. Enfin, on a dim(Vect(ey,...,e5)) = 3 = dim(R?).

Donc on a Vect(ey,...,e5) = R3, et (e1,e2,e3) est une base de R3.
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Bilan du contenu nécessaire a maitriser :

e Définition d’'un K-e.v. Espaces vectoriels usuels (K[X], K, [X], M, ,(K), KN, K", F(I,R)).

e Définition d’un sous-e.v. F' est un sous-e.v. de E ssi F' contient le vecteur nul et si F' est stable par
combinaison linéaire. Savoir montrer qu'un ensemble F' est un sous-e.v.

e Combinaison linéaire de vecteurs (z+ Ay, >, _; Ak@k). Savoir identifier et calculer une combinaison

linéaire.
e Sous-espace vectoriel Vect(xy,...,x,) engendré par une famille de vecteurs.
Vect(xy,...,x,) est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles de x1, ..., z,. Clest le
plus petit sous-ev contenant la famille (z1,...,z,).
Un vecteur z s’écrit comme une combi. lin. de z1,...,z, ssi ¢ € Vect(z1,...,z,).

e Somme de sous-e.v. F' + G. Somme directe de sous-e.v. F' & G (décomposition unique d’un vecteur
de F' + G comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G). F' et G sont en somme directe
ssi FNG ={0g}. Si F®& G = E, F et G sont supplémentaires dans E.

Savoir montrer que deux sous-e.v. sont en somme directe/supplémentaires.

e E.v. usuels (K", M, ,(K), K[X], F(I,R), RY) et leurs sous-e.v. usuels.
e Familles libres, familles génératrices, bases.

Savoir montrer qu'une famille est libre/génératrice/une base.
Connaitre les bases canoniques de K", K[X], K, [X], M,, ,(K).

e Une sous-famille d’une famille libre est libre. Une sur-famille d’une famille génératrice de E est
génératrice de FE.

e Une famille est liée ssi 'un de ses vecteurs s’écrit comme une combinaison linéaire des autres
vecteurs.
Si (z1,...,xy) est libre, et si x,41 € Vect(xq,...,x,) alors (x1,...,Zn, Tni1) est libre.

e Familles échelonnées de polynémes. Une telle famille est libre.

e Si(x1,...,x,) est génératrice de F et si x1 € Vect(za,...,x,) alors (xa,...,z,) est génératrice de
E.

e Si(z1,...,x,) est génératrice de E, alors toute famille ayant plus de n 4 1 vecteurs n’est pas libre.
Si (z1,...,2n) est libre, alors toute famille ayant moins de n — 1 vecteurs n’est pas génératrice de
E.

e Espace vectoriel de dimension finie. Si E est de dim finie, toutes les bases de E ont le méme
cardinal. Dimension des ev usuels : K", K X], K, [X], M,, ,(K).

e Pour un sous-ev F, on a dim(F) < dim(E), dim(F) = dim(E) ssi F = E, et dim(F) = 0 ssi
F = {0}.

e Théoréme de la base incomplete : Toute famille libre se complete en une base de F.
Théoreme de la base extraite : De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.

e Une famille de n vecteurs dans un ev de dimension n est une base de E ssi elle est libre ssi elle est
génératrice de E. Utiliser ce résultat pour déterminer plus rapidement si une famille est une base
de E ou non.

e Décomposition des vecteurs dans une base de F.
Savoir décomposer un vecteur dans une base B, savoir simplifier des combinaisons linéaires.
Savoir montrer qu'un vecteur est combinaison linéaire d’autres vecteurs via ses coefficients.

e Savoir calculer la dimension d’un ev (par les propriétés de la dimension, par le cardinal d’une base).

e Formule de Grassman dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(G N G). Savoir 'utiliser pour étudier
F+Get FNG.
F et G sont en somme directe ssi dim(F N G) = 0 ssi dim(F + G) = dim(F) + dim(G).
F et G sont supplémentaires dans E ssi dim(F N G) = 0 et dim(F + G) = dim(E).
e Rang d’une famille de vecteurs : rg(z1,...,z,) = dim(Vect(xy,...,2n))-
Caractérisation des familles libres/génératrices/bases par leur rang.

e Savoir calculer un rang avec la méthode du Pivot.
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