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Une petite fonction

(b) En n’oubliant pas que o —2a—2=0ie a®=20+2 ona:

fla)= aQ:flﬂ = 3?;33 = B(T\J/F;) =—V3(a+1)= —\/3(2—\/3) =< 0.

Et,
B+B+1_36+3 3(8+1)
g =V3(B+1)=Vv3(2+v3)=|3+2V3 |>0.
1) = = = T = T = VB (34 ) = V3 (24 V) v
o ‘ a1 6. D’apres les questions précédentes, on a :
On considere la fonction f: xz +— “—2_1
’ x —00 a=1-V3 1 B=1+V3 +00
On note ¢ le graphe de f.
6 f'@) + 0 - - 0 +
1. Comme le numérateur de f ne s’annule pas en 1, | Dy =]—co;1[U]1;+oo[ |
2. Pour tout = de Dy, on a : =3-2V3
1 g
/Z’(z+1+j) $+1+l f \ \ /
flz) = 1 L= T L.
Z(l——> 1-- f(8) =3+2V3
x T

D’apres les théoremes sur les limites de sommes et de quotients, on en déduit que : 7. La fonction f n’est pas bornée donc elle ne peut admettre d’extrema globaux.

o ) = b ’ Cependant, en E] et @, la dérivée de f s’annule et change de signe donc la fonction f y

z—+00

lim f(z)=—o0 ’ et
T——00

admet des extrema locaux, respectivement un[ maximum ]et un[ minimum ]

Au voisinage de 1, 2“4+ 2 + 1 > 0, la limite est donc donnée par 71 etona: 8. Les deux asymptotes de %} se coupent en | € (1; 3)
L I 1 i 1 L ! 1 o1 Comme Dy est symétrique par rapport a 1, 1 —x € Dy <= 1+ € Dy.
Jm f@) = fim 2= lm o = oo et Hm f(z) = lim S = lim o = oo Pour tout z € R* i.c. 1+ € Dy, on a
2 - — )2 _
La courbe de f admet donc la droite d’équation comme asymptote. faA+z)+fl—x)= A+ x)l +@ +11) +1 + a x)l +a lx) +1
+x— —x—
3. Pour tout = de Dy, on a : _ (042’ + Q42+l Q-2+ (1-2)+]
Prr4+l—(z4+2)(zr—1 3 r v
f@)—(z+2) = z£1 I ):x_r I R Ay E i) G T it S A
= - =
. _ o 3 o ~ =6=2x3.
Comme lim f(z) = (4 2) = lim —— = 0, la droite d’équation [ y =z +2 | est donc
z—Fo0 z—too x — 1

asymptote (oblique) & ¥ en +o00 et —co (méme si non demands). Le point € est donc bien | centre de symétrie |de la courbe de f.
4. Sur Dy, la fonction f est un quotient de fonctions dérivables de dénominateur non nul donc

dérivable et on a :

voeDy, f,(z):z2(z—_2zl)—22 9. (a) f([B;+00]) = [3+2\/3;+00[ -
5. (a) D’aprés la question précédente, il suffit de factoriser le numérateur de f’, trinome de discri- (b) f(JL3+o0l) = [3 +2v3 +OO[ i
minant A =4+8=12 = (2\/5)2 >0 (c) Comme f(0) =—1et f(3) = g, ona:
La dérivée de f s’annule donc deux fois en deux points critiques a = # = <1
Ct>1' f([o;zl\{l})f([o;nu11-,31>[1oo;1]u[§;+oo[ .
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Figure ITL.1 — f: z+—
r—1

(d) f(Dy) = }—oo;s—Qﬁ}u[3+2\/§;+oo[ ‘

10. De méme, déterminer les images réciproques suivantes :

() f(R) =

(b) S7HLF(B) s +ool) =

© 103 =[]

a1 )
/Ail
< rx=2o0uzx=4.

;+oo[ |

(d) f(z) =7 <

P +r+1

=7 += 22— 62+8=0 <= (z—2)(x—4)=0
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Donce f71({7}) = .

11. D’apres’étude précédente, la fonction f est continue et strictement monotone de I = [1 +/3;+00 [
sur J = f(I) = [342V3;+o0c].

En posant g, restriction de f a I corestreinte a J, celle-ci y est clairement injective et surjective

1= [1+\/§;+oo[ sur[ J= [3+2\/§;+oo[ .

donc définit une bijection de

2 _2x—2
12. La fonction g est bijective, continue et dérivable de I sur J de dérivée ¢'(z) = % non
T —

nulle suri:}1+\/§;+oo{.

La fonction h est donc dérivable sur[ J= ]3 +2V/3; +oo[

Comme ¢'8) = 0, la courbe de g = fir admet une tangente « horizontale » en 3. La courbe de h

admet donc une tangente « » par symétrie par rapport & y =z en f(8) =3+ 2V/3.

13. (a) Une factorisation rapide donne :
v =6y —3=(y—(3-2V3)(y- (3+2v3)).

Le signe d’un trindéme étant celui du terme dominant & I’extérieur des racines, on en déduit
que :

Yyel=[3+2V3;+00[, y*—6y—3>0

(b) D’apreés la question précédente, pour tout y € J, y/y2 — 6y — 3 est correctement défini et
on a alors les équivalences suivantes :

y—1—yy2—6y—3

5 <14+V3 = y—1—/y2—6y—3<2+2V3
= y—1<24+2V34+ /2 —6y—3
= y—-3-2/3< 2 —6y—3 (yeJ <= y—3+2V/3>0)
— (y—3-2v3)2<y? —6y—3 (v~ / croissante)
— —(64+4V3)y+ (34+2V3)2 < —6y—3
— —4V3y+(3+2v3)2< -3
P 2
(:),>3+(3+2\/§) _244+12V3
43 4/3
= y>1+2V3 = yel.
(¢) Pour tout (z; y)Ix J, on a:
22+ +1 .
y:g(aﬂ)<:>y:7xf1 (x>1+V3>1)

= yr—y=242+1 <= 22+ (1 —-yz+1+y=0.
Soit A le discriminant du polynéme en x, on a :

A=1-y)?—40+y)=y>—6y—3.
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D’apres la question (13a), A > 0, donc :

y—1—y1y?—6y—3 y—14+y?—6y—3
= ou x= 5 .

2

y=g(x) <+

La question (13b) va nous aider a déterminer h(y) :

— Sig(z) =y > 3+2V3 = g(1++/3) alors, par stricte croissance de g, on en déduit que :

1 71—m
z>1+V3> %
y—1—+y2—6y—3 y—1 /7 —6u —3
En particulier z # % donc h(y) = %

— Sig(x) =y = 3+2V3 = g(1+/3) alors, par injectivité de g, z = 1+ V/3.
2
Y- 1476y —3 2+2\/§+\/(2+2\/§) ~6(242v3) =3 5,93
b 2 - 2 = 2

=1+V3=uz

Or

Ainsi, dans tous les cas,

—14+32—6y—3 T
e, | hy) = ——t—— | |
14. (a) Pour tout z > 1, on a: 1
11 1 si0vs |
f@ _Yote o ove_ 17y T
2 _ - 1 1
x z—1 f(=) ﬂ<w+1+7)
Donc, d’apres les théoremes sur les limites de sommes, produits et quotients, on obtient : 1+v3 Tt

(b) Graphiquement, la courbe ¢ sera au-dessous de celle de z +— 22 et au-dessus de celle de Figure IIL2 — 1: y+—s y—1++v gz — 6y — 3'

xr — /T en +oo.
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