TA&.M&: Sommes et Produits PTSI - Devoir en temps libre n° 4

Sommes et Produits

1. Sommes des puissances p-iemes des n premiers entiers.
" n(n+1) L. LA L
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(a) En remarquant que ¢, 1 = Z (k + 1)3, montrer que ¢,+1 = ¢, + 3b, + 3a, +n + 1.
k=0
En déduire la valeur de b,,.

(b) Montrer de méme que d,, 1 = d,, + 4¢,, + 6b,, + 4a, +n + 1.

En déduire la valeur de ¢,.

(c) Généralisation : si S? = ) k", montrer la formule de récurrence de Pascal (1654) :
k=0

p—1 +1
(p+1)Sh=n+1)"" =3 (pk ) Sh-
k=0

(d) Calculer d,, = S} et vérifier que d,, = (6a,, — 1) %”

2. Remplir le tableau apres avoir calculé les sommes correspondantes :

a; j 1 ') J 1+7 1]
Z Qi,j

1<i,j<n

Z Qi j

Iigisn

3. (a) Calculer > min(s; j).

1<i,5<n

(b) En déduire la valeur de > max (4; j) puis celle de > |i — jl.

1<i,j<n 1<i,j<n
4. Inégalité de Tchebychev :
(a) Montrer que

St m (S - (So) (Se)

(b) En déduire que si a1 < as < ... < a, et by < by < ... < b, alors

Z a; Z bz Z Cl,ibi
i i i=1

n n n

(Autrement dit, lorsque deux séries de n nombres sont rangés dans 'ordre croissant,
le produit de leurs moyennes est inférieur ou égal a la moyenne de leurs produits)

Lycée Jules Garnier




