Sommes et Produits PTSI - Correction

1. Sommes des pui@%ance% p-iémes des n premiers entiers.
n(n +1) 5o s 4
Posons a,, = Zk n=2k,cn=2k etdn=2k.
k=1 k=1 k=1

(a) Soit neN.On a:

n+1 n
Cnt1 = Z K= Z(k +1)3 (apres réindexation)
k=1 k=0

n
=" (k*+3K> + 3k +1) = ¢ + 3bp + 3an + (n+ 1).
k=0

D7Oﬁ7 3bn =Cn+l1 — Cp — 3(ln - (TL + 1) = Z ((k’ + 1)3 - k‘s) —
k=0

—(n+1)=(Mn+1) ((n+1)273§71>

1\ _ nm+1)(2n+1)
§> 2

3n(n+1)

3 —(n+1)

3n(n+1)
2

(n+1) (n(n+2) - 3;) =n(n+1) <n+
n(n+1)(2n + 1).

=(n+1)3-

Dongc, b, = 6
n
(b) Le raisonnement est identique pour d,, en remarquant que dp41 = Z(k + 1)* puis en
k=0
développant :
dpt1 = dyp, + 4cp + 6b, +4an, +n + 1.
Puis,

dep = dpy1 — dy, — 6b, — 4an — (TL + 1)
= Zn: (k+1)* =k —n(n+1)@2n+1) - 2n(n+1) — (n+1)
= (;+1)4 —nn+1)2n+1)—2n(n+1) - (n+1)
=(n+ 1)((n +1)% —n@2n+1) - (2n+ 1))
=(n+ 1)((n +1)2 - @2n+1)(n+ 1)>
=n+1D)*((n+1)2-2n—-1)) =n’*(n+1)%

1)) 2
Donc, ¢, = (%)
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n+1 n
(c) 1 suffit de remarquer que SP1} = Z FHE=3"(j+ 1)PM et de développer (j+ 1)P™ avec
J=0
le binéme de Newton.
n n p+1 n p—1
. p+1)\ ) ) p+1)\
Sii=> G+t =33 F=3 1T e D+ i*
=0 j=0k=0 \ Kk =0 =o \ k
p— n p—1
p+1 . p+1
=S 4 (p+1 SP+Z Fl =8+ (p+1Sh+ Y sk.
k=0 \ K j=0 k=0 \ k
-1
N p+1
Do, (p+1)Sh = SbET —sptt - 5 Sk
k=0 \ k
n+1 n n
Or, SPEL =S5 = 3kt = SR = 3 (k)P = ) = (o 1)
k=1 k=1 k=0

On obtient finalement :

=lp+1

(st =1t =Y (P sk
k=0 \ k
(d) D’apres la question précédente, on a :
3. (5
5dn =55y = (n+1)° =" i Sk = (n+1)>—82 —58L — 1082 — 1083
k=0

=m+1)°—(n+1) -
(n+1)

Sn(n+1) 5n(n+1)(2n+1)  5n’(n+1)>2
2 3 2

(6(n+1)" =6 — 150 — 10n(2n +1) — 150 (n +1))

n(n+1)(2n+1)(3n? +3n — 1)
5 .

Ewr%)e : Pas de grandes idées pour factoriser a part développer, trouver les racines en

évidences et effectuer la division euclidienne. Sorry
On obtient finalement :

nn+1)2n+1)(Bn?2+3n—1) b, ( n(n+1) ) l),,
dy =" ' =g 60, — 1) 2
" 6x5 5 ) (60, —1) 5

EaMAre‘ue : I1 existe une foule de relations entre les sommes Sﬁ lorsque k varie dans N comme,
par exemple :

1
S2+8S, = gn(n +1)(n+2)

La somme des carrés des n premiers nombres entiers ajoutée a la somme de ces n mémes nombres est égale au
tiers du produit de trois nombres entiers consécutifs dont le premier est n.

1
S2_g, = (= Dn(n+1)

La somme des carrés des n premiers nombres entiers diminuée de la somme de ces n mémes nombres est égale au
tiers du produit de trois nombres entiers consécutifs dont le premier est n — 1.

1

Z(n —1n(n+1)(n+2)

La somme des cubes des n premiers nombres entiers diminuée de la somme de ces n mémes nombres est égale au
quart du produit de quatre nombres entiers consécutifs dont le premier est n — 1.

Si _Sn =
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2. Pour les rectangle, on a :

n n
So1=>Y1=n) 1=n?
1<i,j<n j=li=1 ]:1
s (n+ 1) n(n+1)
B TEETH 2
<i,j<n Jj=1li=1 j=1
1
Jj= i=mnX nnt1)
1<i,j<n 1<i,j<n 2
L e "/ . nn+1)
, L+]7‘Zv (21+Z]) Z(erT)
1<i,j<n i=1j=1 i=1 Jj=1 Jj=1 i=1

1
1
=n ) nn+ )Zlfn n+1).
," . rLrL+ - n(n+1
£t ()

Et, pour les triangles, on a :

n " p(n+1)
SRR 3 S PR
1<i<j<n j=li=1 j=1
n Jj noo..
. . JjG+1 1
EPHIEDIEES ] PatED o
I<i<j<n j=li=1 j=1 j=1
1 21 1 1 1
= §TL(IL +1) ( n6+ + 5) = E”(” +1)(2n+4) = gn(n +1)(n+2).
noJ n 1
j= Z i=> %= én(nJr 1)(2n +1).
I<i<j<n j=li=1 j=1
AN N (!
Sooidi=d>i+i=d (i) 1+) =Z(F+%)
1<j<i<n i=1j=1 i=1 \ j=1 j=1 i1

1 1 1
= gn(n +1)(@2n+1)+ —n(n +1)(n+2) = 571,(n +1)2%

SIS W LS o) SFEE) LRSI | DRED ot

1gy<isn l—lj 1 i=1 j=1

1 1
= gnz(n +1)%+ ﬁn(n +1)2n+1) = ﬂn(n +1)(3n(n+1) +2(2n + 1))

1
= ﬂn(nJr 1)(3n2 4+ +2).

azy 1 i J ] ij
. . 2
Z e 2 n?(n+1) n?(n+1) 2 (n+1) n(n+1)
” 2 2 2
1<i,j<n

Z Qi,j nin +1) én(n+1)(n+2) én(n-%— 1)(n+2) %n(n-%—l)2 217n(n+1)(3n2+7n+2)

1<i<j<n
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3. (a)

Z min (é; ) Xn:imm (% 7) :1 (i]+ Z )

1<i,j<n i=1j=1 i =1 J=i+1
; (7(7 ; DI (n— i)i> = %; ((2n+1)i — )
_nn+1)2n4+1) nn+1)(2n+1)
- 4 - 12
_ n(n+1)(2n + 1)

6

(b) On pourrait remarquer que max (i; j) = n — min (n — i; n — j) et utiliser le résultat précé-
dent mais je trouve cela plus long que de refaire comme précédemment :

()
> max (i §) = ZZmax (i; 4) Z(Z?Jr Z j)
1<i,j<n i=1j=1 i=1 \j=1 J=i+1
=3 (#r ) =5 i i)
i=1 i=1
_n(n+1)(2n+1) n(n 1) nz(n +1)
B 12 2
n(n+1)(4n — 1).

6
Enfin, remarquant cette fois que | — j| = max (¢; j) — min (¢; j), on obtient :

(d)

. _on+1@2rn+1) nr+1)U@n—-1) nnr+1)(n-1)
2 li-il= 6 - 6 - 3 '

1<ij<n

4. (a) On a, d’une part :

n j—1
> (a5 b)*zz —ai)(bj—b)=>.> (ajbj — a;b; — a;ibj + a;b;)
1<i<j<n j=li=1 j=li=1
n j—1 n Jj—1 n j n j—1
B (aiji) S (5P it
=li=1 =1 =1 =1 —1 j=li=1
n n j—1 n—1
=> G —Dagb; = (%Z bi) Z (b Z az) +Z
=2 =1 i=1 =1 i=1
n—1

=" (n—1)abj + (n — 1)(ap_1bn—1 + a1by)
j=2

n r [ §—1 j—1
_nZakbk(Z (v/ V‘h>+vu by +Z<D/Z(/,>).

k=1 1 i=1
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D’autre part,

(%)

-

)50 &

i=1 j=1

:Z azbz+2%b +Z Z a;b;

j=li=j+1

n n n j—1
OLZ Z ajb,,‘,:zzaibjfzz(h )5y

j=li=j+1 j=2i=1 j=li=1

n [ -1 n n j—1
= >_j (us Z l»,) + X apbn + X (()‘/ X{l,)
j=1 \ i=1 k=1 j=1 i=1

Donc, E (a; —a;) (bj — b)) =n <§:1 akbk> — (}CZ: ak> (g:l bk> .

1<i<j<n

(b) Sia; €az < ... <apetb <by <.
positifs deés que ¢ < j. En particulier,

< by alors tous les facteurs a; — a; et b; — b; sont

0< S (a5 —ai) (b~ b)

—
k=1 k=1
n n
doai| [ Xb
— i=1 i=1
n n

I<i<j<n

(o) (3] (5)

n
<n <z akbk> (en divisant par n? > 0)
=1
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