TA&MQ: Fonctions, sommes et inégalités PTSI - Devoir en temps libre n° 5

Fonetions, sommes et iveqgulités |

Exercice | (ldevtite de Cagrange) :
Montrer que, pour tout entier n et toutes familles (a;)1<i<n, (bi)1<i<n de réels on a :

n n n 2
(Z a%) <Z bi) = (Z akbk> + Z (aibj — ajbi)2 .
k=1 k=1 k=1

1<i<j<n

E En déduire que le produit de 2 sommes de 2 carrés (parfaits) est encore une somme de 2 carrés,
et que plus généralement, le produit de 2 sommes de n carrés est une somme de ... carrés.

B En déduire, pour @ = (a1,a9,...,ay) et v = (b1, b2, ..., by) € R™ D'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Lo < | (E0)y (5)

A quelle CNS portant sur @ et ¢ a-t-on égalité entre les deux membres de cette inégalité 7

Exercice 2 :

Soit f: [0;4+o00[ ——— R Montrer que f est croissante sur R .
x
1+ax

e z+y| |z| ly|
E En déduire que, V (z; y) € R?, | < + .
d (73 9) T4+jz+yl 14z 14yl

X

Exercice 3 : Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f de R dans R vérifiant
la relation :

Va,y € R, [f(2) + f(y)| = |z +yl. (E)

(D On pose f1: R +——— R Montrer que f; vérifie (E).

x .
(@) Onpose fo: R+——— R  Montrer que fo vérifie (E).
T —x.

E Soit f une fonction de R dans R. Parmi les deux propriétés suivantes, une est vraie, laquelle ?
On prouvera cette propriété.

(Vz e R, |f(z)] = |z|) <= ((Vz €R, f(z) =2z) ou (Vz €R, f(z) = —x), (V.1)
(Vz e R, |f(x)] = |z|]) <= (Vz €R, f(z) =z ou f(x) = —x). (V.2)

Soit f une fonction de R dans R vérifiant (E).
() Montrer que f(0) = 0.
(@) Montrer que : Vz € R, |f(x)| = |z|.

O Ecrire la négation de la propriété :
(Vz e R, f(z) =) ou (Vx € R, f(z) = —x).
ii. En raisonnant par ’absurde, montrer que :
(Vz e R, f(z) =z) ou (Vx € R, f(z) = —x).

n A T’aide d’un raisonnement par analyse-syntheése conclure.
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