Fonctions, sommes et inégalités PTSI - Correction

Soient (a;)1<i<n €t (b;)1<i<n deux familles de réels. Développons et arrangeons :

Z (aibj - ajbi)2

Z ((aibj)z - Za,-bjajbi + (ajbi)z)

1<i<j<n 1<i<j<n
= Z ((aibj)z—aibiajbj) = Z ((aibj)z—az‘bi(l]’b]’)
1<i,j<n 1<i,j<n
i#j
2
= Z (aibj) — Z aibiajb]-
1<i,j<n 1<i,j<n

) (5)-(5) ()

Evident en faisant varier n € N*.

En particulier, pour n =2 :
(a® + b?)(A% 4+ B?) = (aA + bB)? + (aB — bA)2.
Pour n =3:

(a? 4+ 0% + ) (A% + B? + C?) = (aA + B + ¢C)? + (aB — Ab)? + (bC — Be)? + (cA — Ca)>.

L, n—1)n .
Plus généralement, la somme E compte % termes donc le produit de 2 sommes de
1<i<j<n

(n—1)n
2

n carrés est une somme de 1 + carrés.

Pour tous i et j, on a : (a;b; — a]-bi)2 > 0 donc :

ESN

N———

O~
=
e

n
0< Z (aibj — ajbi)Q <~ 0 < (Z a
k=1

1<i<j<n k=1 > k=1
n 2 n n
— (05) (Z !lkbk) < <Z ﬂi) (Z bf)
k=1 k=1 k=1
n n
= > ab| < (Z a§> (Z b%) : (V.1)
k=1 k=1 k=1

On a égalité entre les deux membres de (V.1) si, et seulement si V (i; 7) € ([1;n])?, a;bj—ajb; =0
i.e. les coordonnées de U et U sont proportionnelles.

1l y a donc égalité dans (V.1) si, et seulement si les vecteurs @ et ¥ sont liés (dans R).
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Nul besoin ici de la dérivée. Commengons par remarquer que =1- .

1+ 1+2
Pour tous réels positifs a et b tels que a < b, on a alors :

1
b = (0 1 1+ —= -
a< O0<)l4+a<1+ 1+a>1+b
1 < 1 1 < 1
1+a 1+ 1+a 1+b

= f(a) < f(b).

La fonction f est donc (strictement) croissante sur R .

Soient (z; y) € R%.

L’inégalité triangulaire s’écrit |z +y| < |y| + |y|-

11 suffit d’appliquer le résultat précédent avec a = |z +y| et b= |x| + |y|.
On obtient alors :

=+l =] + ly| || ]
fla) < f(b) <= < = +
WSO S ey ST R+l Tl T el
Comme 1+ |2+ |y| <1+ |z et 1+ |z|+ |y] <1+ |y,
Done, _#tul o =l vl
1+lz+yl ~1+|z] 141y
11 suffit d’écrire :
Yo,y € R, [fi(z)+ fily)l = |z +yl.
De méme,
Yo,y €R, |f2(z) + fo(y)l = -2 —yl=[ - (@ +y)l =z +yl
Lassertion |f(z)| = |z| & traduire suit le quantificateur sans retour en arriére donc c’est la

seconde proposition qui est vraie :

(Ve € R, |f(x)] = |2) <> (Vz € R, f(2) =z on f(x) = —a).

Rien a démontrer si ce n'est traduire la valeur absolue : |f(z)] = |z] <= f(z) = z ou
f(@) = .
Soit f vérifiant la proposition
Yo,y € R, |f(@) + fF(y)l =z +yl. (E)

On a alors |f(0) + f(0)] = |0+ 0] < |f(0)]=1]0]=0 < f(0)=0.
Soient € R et f vérifiant (E). On a :

If (@) + fO)] = [z +0] = |f(2)] = |zl

i (Fzo €R, f(zg) # xo) et (1 €R, f(x1) # —x1).

ii. Par un raisonnement par Pabsurde supposons f vérifiant (E) et
(3 xo € R7f(.’[0) 75 Io) et (3 € R7f(Z1) 7é 71‘1).
D’apres ((2)), la fonction f est telle que f(z)| = |z i.e.

Vz € R, f(z) =z ou f(z) = —a.
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Comme f(zg) # o, le seul choix possible pour f(zg) est donc f(z¢) = —z¢. Par le
méme raisonnement, f(zq) = 7.
On a alors | f(zo) + f(x1)] = | = 0 + 21| = |21 — o).

Si f vérifiait (E) alors on aurait

|z + 1] = |11 — 20| &= TO+ZBr=21r—T0 OU LT+ T = —T1 +2¢
CL’():O (L’1:0.

Comme f(0) = 0, ceci est impossible par définition de z( et z; d’ou la contradiction
ie.
(Vz € R, f(z) ==z) ou (Vz € R, f(z) = —x).
On a vu a la question () que les fonctions f; et fo satisfont & (E) 1,
Réciproquement, la question (| ((3))ii) montre qu’'une fonction f vérifiant (E) est nécessaire-
ment de la forme f; ou fy (2!,

On peut donc conclure par un raisonnement d’Analyse-Synthése que ’ensemble des fonctions
f: R — R satisfaisant (E) est : {f1; f2}.

[1]. Ce qui représente une condition suffisante (phase de Synthése).
|2]. Phase d’analyse.
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