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— périodique de période 27 (Vz € R, ¢(z + 2m) = ¢(z)) car cos est.

On peut donc étudier ¢ sur [0, 7).

Soit « € [0, 7].
¢(z) = arccos # = arccos M
Résoudre 1’équation :
arcsin x + arcsin (zx/ﬁ) = g = arccos y/sin® %
4 SA g 1 — ar i T -_'E>0
On résout ’équation sur [7ﬁ, \/7?5] arccos (am 2) car sin 32

_ 5 - o ()
= 5 — arcsin {sin g
arcsin x + arcsin (T 15) =
T
2

.
2 =
cos (arcsin T + arcsin (x 15)) = cos <g>

=
P . T
—  cos (arcsinz) cos (arcsin (t\/ﬁ)) — sin (arcsin z) sin (arcsin (JL\/E)) =0 On en déduit par parité que Vo € [-7,0], ¢(2) = ¢(—2) = 9 + bR
> De maniere générale, pour k € Z :
= \/1—12x1/1—<x\/15> —zxzV15=0 T x—2km
— si ¢ € [2km, (2k + 1)7], on a ¢(z) = ¢(x — 2km) = 5 g carz-— 2km € [0, 7).
= /(1 —22)(1—1522) = 2*V15 e okr
—  (1—a%)(1 - 1522) = 150 six € [(2k71)7r,2k7r],ona¢(z):¢(:t72k7r):§+ car © — 2k € [—m,0].
— 1-1622=0
1-— — 2k
= (1-dz)(1+42) =0 YV € [2km, (2k + 1)7], arccosy/ gosx = gf z 5 d
1 1 Vk€Z, 1—cosz =w a—2kmw
= r=jour=-7 Vo € [2km, (2k + 1)m], arccos 1/ 3 =5t—
On en déduit que . . k
1 1 Soit k € N*, calculons arctan — arctan
Sc {77 77} k+1
4’ 4 & x
Il reste a tcstclr les valeurs : . okt € [0,1] donc arctan k+1 € [0’ 4}'
— Siz = —pona arcsin z+arcsin (z\/ 15) < 0donc 1 n’est pas solution de I’équation. De méme arctan k-1 c [07 g] done — arctan [,, O]
1 1 . _
— Par ailleurs, la fonction f :  + arcsinz + arcsin (x\/ 15) est continue sur [—\/—1_5, \/—1_5] En sommant, on a arctan i arctan k_ [ Z ] et a fortiori
et strictement croissante.
, . . 1 1 . -1 s . 1 s k T
Elle établit donc une bijection de [7—, sur |arcsin (—) — —,arcsin (—) + 7]‘ arcts _ 2z
) NRVE /15 B) /15 D) arctan Tl alctan “55
T 3 — s X 1 T L. . . ™
Comme 3 € |arcsin \/—1_5 — E,arcsm \/—1_5 + 3 ,on en déduit que 'équation f(x) = 3 — On peut donc composer par tan :
1 1
admet une, et une seule, solution dans |——=, —=|. te £ k ¢ £
) ) — = k k—1 an (arctan an (arctan £
1 15" V15 tan <arctan Krl arctan % ) = ( )k ( 1)
™ . ;
Si 1 n’était pas solution, 5 n’aurait pas d’antécédent par f. C’est absurde! 1+ tan (alctan Wl) tan (arctan T)
1 k k—1
Donc 1 est une solution de I’équation. S Tk
Bilan : ko k-l
s 1 k+ 15 Tk
~ { 1 } ' K-k -1
_ k1)
1 —cos: = .
Posons ¢ : x — arccos ﬂ. L
2 k1]
Notons que la fonction ¢ est bien définie sur R. Par ailleurs, elle est : & Eo1 1
— paire (Vz € R, ¢(—z) = ¢(x)) car cos lest ; Donc, tan (arctan rrl arctan T) =92
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, k k-1 N T

Par conséquent, arctan 1 arctan est angle de 55 dont la tangente vaut
1
2k2°
D'ot, |Vk € N*,  arctan L — arctan k=1 _ arctan —
’ ’ k+1 ko 2k2 |
n

On considére la suite (S,,) définie par Vn € N*, Z rctan

VneN* §,= kzz:] arctan 22
i (arctan k — arctan k= 1)
k+1 k

k=1

= (Z arctan > <Z arctan * 1)
= (kz::l arctan 1) - <k§] arctan k—+1>

= arctan

n
n+1

n

im =1
Or, { noteon+1 x  donc, par composition des limites :

lim arctanz = —
x—1 4

T

lim S, =-—

ntoo 4

+o00 1 -

Remargue : On notera bientot arctan —— = —.

% kzl 2%2 " 4

On s’intéresse dans cet exercice aux équations de la forme az® +bz? + ¢z +d = 0, ot
a,b, c,d sont des réels, et z € C. On suppose que a # 0.

En posant Z =2+ —, on a

3a

b 4 d
a + b +cz+d=0 < 22+ 2 +7z+7*0

b 3 b\? ¢ b d

. b? d 20° be
73 c_2\z a ., & be)
= + (a 3a2> + <a + 27a3 3a2> 0

= Z34+pZ+q=0

_¢ v? d 263 be
en posant p_g—y et q_g+27a3_ﬁ'

On remarque que comme a, b, ¢, d sont réels, on a bien |p,q € R|.

On cherche & exprimer Z, une solution de Z*+ pZ+q = 0 sous la forme Z = u+v avec uv = —

wlis
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— (u+v)® =+ 30 + 3u® + 0P = + 0 + Buw(u +v).
Ainsi u® + 0% = (u+v)® — Suv(u +v) =7 -3 <*§> Z =173+ pl.

Or par hypothése, Z vérifie Z3 + pZ + ¢ = 0, donc Z3 + pZ = —q.

On en déduit : ,

— u3® = (w)® ot [ude® = 7ﬁ .
27
On connait la somme et le produit des nombres complexes u® et v3.
3
u® et v sont done solution de Péquation | A? 4 gA — ]2)—7 =0

3
1 .
Le discriminant de Péquation est A = ¢® — 4 <7%> = §(4p$ +274%).

On a remarqué précédemment que p et g sont réels.

Par conséquent, A € R. Trois cas se présentent alors :

"3
Si A > 0 Déquation A? + gA — 5—7 = 0 admet deux solutions réelles distinctes :

—g-VA g+ VA
Alz%\/_etAQ:%\/_

3
Q. u’ = A
On a alors {u“, v“} = {A4, A2}. Et par symétrie du probléme, on peut poser { 3 Al
’U( = 2

P

Si A =0 I'équation A%+ gA — 7= = 0 admet une solution double réelle :
q
Ay = 5

On a alors |u® = v® = A

3
Si A < 0 Péquation A? + gA — 5—7 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :

—q+iv-A  — —qg—ivV-A
Ae=————et Ap=——7—
2 2
3 3 - , N U3 =Ac
On a alors {u‘ U } = {AC, AC}. Et par symétrie du probléme, on peut poser|{ , —
00 = A.
Résumons ’étude qui a été faite :
— On cherche les solutions de Z3 + pZ + ¢ = 0.
u” + vt = — . 3
Or P implique que u + v est solution de I’équation Z° + pZ + ¢ = 0.
uy = —<
3

En effet, (u+v)? = u® + 0% + 3uv(u +v) = —g+ 3 ( 3) (u+v)=—-plut+v)—gq

ud 0% = —q
p
3

On est donc ramené a chercher les nombres complexes u et v tels que (S1) : {
uy = —

4
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w03 =—¢ w403 = —¢
— On a vu que (S1) : P = (S2):¢ . . P
u = —3 wed =~
3 27
3
D’autre part d’aprés le cours (Sg) <= u® et v sont solution de A% + gA — —)

27
On a réussi & résoudre cette derniére équation, ce qui fournit u® et v* et donc (a priori)

trois possibilités pour le nombre complexe u et trois possibilités pour le complexe v

On obtient ainsi neuf candidats pour u+v (pour une équation de degré 3). Mais parmi

ceux-1a, seuls conviennent ceux qui vérifie effectivement (S;), c’est-a-dire ceux pour
p
lesquels uv = —=.

3
Remarquons que par construction, le produit des racines obtenues vaut ——

27
Si A >0 onavait u® =A; € Ret v?

Notons A\ = /Aq et Ao = /Ay
Onaue {,\1,],\1,] /\1} etve {,\Q,J’M,j%}

. 3
NB : )\1/\2 = \3/A1A2 = Y 7]2)*7 = 7%)

E BN RS

=Ay eR.

p .p 2P
A 2 8 422
! 3 731773
. 7.2 7‘2Q 7E
M I3 '3 3
) Y4 p .p
)\ _ & & a2
J*M 3 3 i3

Les solutions de (S;) sont (A1, A2), (jA1,52XA2) et (j2A1, 5A2). Il s’agit d’une solution
réelle et deux solutions complexes conjuguées.

Ce qui fournit trois solutions pour Z3+pZ+q = 0: Ai + A2, jA1 + 52X, 52A + 7
Si A =0 on avait u® = v® = Ay.

On note A\g = V/Ag. On a u,v € /\0,])\0 j /\0

Remarque : A2 = {/A2 = H qu e

NB :¢* = —QL;C(HA—O

B EREEN

P P P
A Y B P
0 3 31773
. .p 2D P
A L £
o | iy | =S| 3
) 2P P .p
Ao |l =22 2 P
P -’53 ] -3 i3

Les solutions de (S1) sont (Ao, Xo), (A0, 52X0) et (520, 5A0)-
Ce qui fournit deux solutions pour Z3 + pZ +q =0 :
2X0, et jho + j2Xo = —Xo (solution double).

Si A >0 on avait u® = A, et v® = A,.

Notons A, 'une des racines cubiques de A..
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Onaue {/\C,jz\c,jzz\c} et v e {S\C,,jj\u,j25\6}.

NB : (A)® = AcA, = 97
_ 3
Or A\, = \)\C\Z. Par conséquent, |/\C|6 = 7p—7., et donc
Ade = A2 = 2.
AP =-E

o5 [

D .D 2P
A _£ 2 2k
¢ 3 T3 | 73
. N4 2P p
A || =2 | =22 B
J 731773 3
) 2P 14 .p
)\(‘ a4 - =
R 3 73

Les solutions de (S1) sont (Ae, Ae), (5Ae; 72Ae) et (52 Ae, GAc).

Ce qui fournit trois solutions pour Z% 4+ pZ+q = 0: Ao+ Ae, jAe + 520, 52Ae + JAe.
11 s’agit de trois solutions réelles.

. . b
Pour finir, on avait : az® +bz2 4+ cz+d=0 < Z>+pZ+qg=0avec Z =2+ 3a"
a
b .
Il convient donc de retrancher 3a aux solutions de Z* + pZ + ¢ = 0 pour obtenir les
) a
solutions de az® + bz% + cz +d = 0.

On cherche 4 résoudre z° + 122% 4 42z + 44 = 0.
On pose Z = z + 4.

2412224422444 =0 — 73 —6Z+4=0.

On cherche Z sous la forme u + v, u® et v* étant les solutions de : A2 4 4 + 8.
Tei, A" =4 -8 = —4 = (2i)%

Ainsi v = A, = —2+2i = 2v/2" et 0¥ = R, = —2 — 2i = 2V/2e 1"
On peut poser A\, = V2T =14ict Ae=v2e7 =1—i.
Les solutions de Z® — 6Z + 4 = 0 sont :

— At A =2
— et A =31+ )+ A —i) =G+ ) +i( -5 =-1-V3

— At A =10+ i) = G+ +i(P - = -1+ V3
Les solutions de z° 4+ 122% + 42z 4+ 44 = 0 sont donc 2 — 4, —1 — V3—4,-1+vV3-4

‘s:{—z,—5—\/§,—5+\/§}.‘
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