Nombres Complexes

Devoir surveillé n°2 - Correction

1 7
Comparons cos <2 arccos (§>> et cos (arccos <—§>>
1 2 1 2 7 7
On a cos (2 arccos (§)> = 2cos (arccos <§>> —1= 3 1= 5= cos <arccos <—§)>

1 7
Les nombres 2 arccos <§> et arccos (75) sont donc égaux ou opposés modulo 27 i.e.

2 arccos <1> = arccos (—z> [27] ou 2arccos <1> = —arccos (—z) [27].
3 9 3 9

1 1 1
Or,0<§<1 B O<arccos(§)<ﬁ = 0<arccos(§><m

2

1
Par définition, arccos <7g> € [0; ], donc 2arccos (§> = arccos <7g>

Pour z = +1, la relation est claire.

Pour z € |—1;1[, comme somme de fonctions dérivables, la fonction ¢ : 2z — arccos z+arcsin

est dérivable sur |—1;1[ et on a :

Vrel-1:1[, ¢'(z)=

774»7
V1i—22  V1—2a?

1 1
=0.

La fonction ¢ est donc constante sur |—1;1[ & p(1) = E, par exemple.

™
Conclusion, Vz € [—1;1], arccos x + arcsinz = 5

T
Nécessairement, = € [—1;1]. On peut alors appliquer la relation précédente i.e. arccos z = gfarcsin T.

2

R T
arccos x + arcsin (1‘2 —x+ 1) = - <

—

—

—
A

2

— arcsin x 4 arcsin (1‘2 —x+ 1) =0

arcsin x = arcsin (a:2 —z+ 1)

r=a2>—2+1
(x—1)2=0
r =1

Réciproquement, z =1 € [-1;1] et 2> —2x4+1=12—1+1=1¢ [-1;1] donc = = 1 convient

comme solution.

V3 V32 2

w

i 2 3 1 2 iz
Onal—&-iz—(iﬁ-fi):—elg

On a alors : Vn € N, (1+i) 7(17

' (e — 7% (VL1)

=2 _isin (nz) . (V1.2)
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Développons I'expression (VI.1) & I'aide du binéme de Newton : Vn € N,
i n i n B n n i k n R n i k
() (%) -2 <k) ORI (J (%)
n n i k R
=> . (ﬁ) (1=
k=0

Or, (1 — (_1)k) _ {0 si k pair

2 si k impair

N
i
— si n est impair.

. n—1
i
— si n est pair.
(x/g ) ) ’

. i
En factorisant par —,

V3

o ((n) 1fn) 1 (n (—p [ ™
v U B Rl B =l U Ut ol R )

D’apres la relation (VI.2), on en déduit que :

o\ 1 (n 1 (n (=P [ o\ ottt p\ B
A*(l)*§(3)+37<5>+"'+ ET (21)1)@1““("6>X 2

- o) () 7).

=

Pour tout réel 6, en sommant ou retranchant deux a deux les équations du systéme

{ew =cosf +isinf

i )
e = cosf —isinf

on obtient :
el 4 —i0 ) el _ o0
cosh=—— et sinf=——.
2 2i

Ce n’est pas le plus efficace mais, en accord avec I’énoncé et les relations (VI.3), ¥ (a; b) € R?,

on a successivement :

2
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sin =2p+1 est impair,

S [T (AT s et
(-1) i si n = 2p est pair.
2p—1 3

(VL.3)
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ia —ia ib —ib
2(’,osacosb:2(6 —;E >><<e +2€ >

_ % (ei(a+b) 4 oiath) | gilab) | e—i(a—b))

= % (2cos(a +b) +2cos(a — b))
= cos(a 4 b) + cos(a — b).

eia _ e—ia Cib _ Efib
2sinasinb = 2 X
sin a s o < % ) < % )

1 (ei(a+b) L emilatt) _ it _ e—i(a—b))
2

—_

= —(2cos(a +b) —2cos(a — b))
= cos(a + b) — cos(a — b).

Do

. i 2
o a <em Jr2€ m) _ i (ezm 4%y QCi(afa))

1
=1 (2cos(2a) +2)

1+ cos(2a)
B 2

. N
o (€ =€ 1o 9 o i(a—a)
sin“a = ( =1 (c +e 2e )

2i

1
-1 (2cos(2a) — 2)

1 —cos(2a)
B 2
Pour tout (z; y) € R% on a :

ei(.1:+y) — Ty
cos(z +y) +isin(z + y) = (cosz + isinz) (cosy + isiny)

=coszcosy —sinzsiny +i(coszsiny + cosysinz).
En identifiant partie réelle et imaginaire, on a alors :

Y (z; y) € R?, cos(x +y) = cosx cosy — sin zsin y.

sin(z + y) = coszsiny + cosy sin z.
Pour x =y, on a:

Vz € R, cos(2x) = cos?z — sin® z = 2cos? z — 1.

sin(2z) = 2cosxsinz.

. T [m sin (2x) 2cos zsinx 2cos> 7 tan x
Siz#— |=|, tan(2z) = = 5 = 3
4 (2 cos(2r)  cos?2z —sin’z  ees?7 (1 — tan?x)
_ 2tanz
T 1-tan’x

Soit # € R, on a :

( Piﬁ’) " gind

(cos O +isin0)" = cos(nf) + isin(nb).
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Pour 0 € R, d’apres la formule de Moivre, on a :

6139 — (619>
cos(36) + isin(30) = (cosf + isin )3

= cos® 0 + 3icos? O sin @ — 3cos sin® § — isin® 6.
En identifiant partie réelle et imaginaire, on obtient :

cos(36) = cos® f — 3cos Osin® 0
=4cos®0 — 3cosh.
sin(36) = 3cos? fsinf — sin® 9

=30sind — 4sin®0

Comme pour tout réel z, on a 2>4+1 > 1 > 0, la fonction & — /22 + 1 est définie et dérivable
sur R.

De plus, Vo = R, Va2 +1> Va2 = |z|, 2+ VaZ +1 > 0.

La fonction f est donc définie et dérivable sur R.

Soit € R. R est symétrique par rapport a 0 et on a :

NE N A 1 B
f(-z)=In (7l'+\/172+1) =In <W) =In (W) = —f(x).

Donc f est impaire.
On réduit donc lintervalle d’étude & R4 et on complétera I’étude par symétrie centrale par
rapport a 'origine.

D’apres les théorémes sur les limites de sommes et de composées, hl}_l f(z) = +oo.
r—+00
D’apres la premiere question, f est dérivable sur R et on a :
2z

1+ ———
2vVx? +1

fl(z) = —=Y=—T"=>0sur [0;+o0[. (On a juste besoin du signe)

T+ Vr2+1

Par imparité, on en déduit que f est strictement croissante sur R.

La fonction f étant dérivable en 0, on trouve :

(To) : y = f'(0)(z —0)+ f(0)
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Par imparité, on trace la courbe sur Ry puis on complete par symétrie centrale sur R tout
entier.

La fonction f est continue et strictement croissante de R sur R donc elle y établit une bijection
de réciproque notée f71.
La fonction f étant strictement croissante, f~1 Pest également de R sur R.

Soit (z; y) € R tel que y = f(z). Alors, on a :

y=flz) <= y:111(a:+\/x2+1) = e =x+Va2+1
= —r=ViZt 1l = () =22 +1
e —1

= pe¥=1—e¥ — z= -
2eY

e¥ —e Y

<~ =
z 2

On reconnait f~!: & — sinh .
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