PTSI - Correction Fonctions hyperboliques

Soit ¢ : 2 — cosh? z + sinh 2.
¢ est dérivable sur R et Vo € R, ¢/(z) = (2sinhx + 1) cosh z.

¢ est décroissante sur ] —o00, —argsinh ﬂ et croissante sur

1
—argsinh X +o00 [

Son minimum est alors :
f(*‘ "'h1>*"h2<‘ "'h1>+"h(f‘ "hl)*1+<i)2*}*§>0
argsinh 5 ) = cos argsinh o sin. argsin 3)= 5 5= 1 .

On a bien :
Vz € R, cosh?z+sinhz > 0.
Vo € R, on a f'(z) = cosh(x)e™® — 1 et Vz € R, f”(x) = (cosh?z + sinh z)es "B ®,
D’apres la question 1, f’ est croissante.
Or, f/(0) = 0.
On en déduit donc le signe de f’.

— Sans difficulté, lim f(z) = +oc.
Tr——00

esinhz
—En+oo,f(z)=z( " —-1] -1
esinhz - psinh@ gin}, 4 R sinhz _ €®
Or, —— = — et les deux facteurs tendent vers +oo | le deuxieme car ——— > — |.
T sinhx = T 2z

Par conséquent, lim f(z)= +oo.
T—+00

On a donc :
x —00 0 +0o0
f(z) — 0 +
“+oo “+oo
0

Comme, Vz € R, f(z) >0, on en déduit que Vz € R, ™% >z 41.

D’autre part, en appliquant la relation en —z, on obtient Vo € R, e~ 5" > 1 — g
1

1—z

. 1

En particulier, Vo €]0,1], 14z < ™ =
—x

Pour < 1, en passant a I'inverse, ¢*""% <

Les inégalités précédentes étant strictement positives, on peut composer par le logarithme,
fonction croissante, pour avoir Vz €]0,1[, In(1 + z) < sinhz < —In(1 — z).

1
Pour k£ > 1, on applique 'inégalité précédente avec z = — :

k 1 k-1
Vk>1, In _l: < sinh T < —1In A
np+1 np+1 np+1
k+1 k-1
On a donc, pour n > 2, E In ;: < g sinh T < E —1In
k=n k=n k=n
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En simplifiant :
1 -1
n np+1 <S, < -1 n

I§ S, — .
n s np+1
p+1 1
lim In 22 1 lim In (p + —) =lInp.
n—-+oo n n——+oo n
-1 1-1 1
De méme, lim —1In n = lim —In T =-In-=1Inp.
n—+o0 np+1 n—-+oo p+ P p

Par encadrement, on en déduit alors :

lim S, =Inp.

n—+00

2 1 1 + tanh?(z) 1 tanhj(z)
Vr € R - = - = = tanhz.
z " tanh(2z)  tanh(z) Z tanh(z) tanh(z)  tanh{z) e
On utilise la formule ci-dessus pour z = 2Fa # 0 :
n " " n & 2 1
2" tanh(2 = 2 —
kg() anh(2") g] <tanh(2"‘+1a) tanh(2ka)>
n ok+1 ok
= z tanh(210) ~ tanh(2¢a) (on reconnait une somme télescopique)
2n+1 1
= tanh(2"+1a)  tanh(a)
7 _ 241 (+1D)+iy  [(z+1) +iayllz —i(y —1)]
z—i x+i(y—1) [r+ily— D]z —i(y—1)]
_t ety —1) ey- @+ -1
-1 22+ (y— 1)
Donc,
2424 —y z—y+1
Re(Z)=—F%""F—" ¢tIm(2)= ——
c@="migon M@= a Ty

E; : ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que Z soit réel.
Soit z différent de i.

z—-—y+1
a4 (y -1
— z—y+1=0carz®+(y—1)2#0

M(z) €E; <= Z€R <= Im72)=0 < 0

E; est donc la droite d’équation z — y + 1 = 0, privée du point A d’affixe i.

Es : ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur
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Soit z différent de i.

Pyt +ar—y
22 4 (y — 1)
— 224yl r—y=0cara’4+(y—12#0

— <x+%>2—i+<y—%>2—§=0
2 2 2
= (vs) 1 02) = ()

1 1.
Ql—c+ i
= (v - Iﬂ)z +(y— y§2)2 = R? en posant 21 2

M(z) €Ey <= Z€iR <= Re (2) =0 < =0

R=—
2
— OM =R
—1+1 1 . . .
E; est donc le cercle de centre © d’affixe et de rayon ﬁ privé du point A d’affixe i.
Ey
E2
A
Q
R
1
0 1
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