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Par définition, 1 +j 452 =0d.e. 1+ = —5%
A i\ m\" o nm
Ollaalors:(lJrj)”:(feS) :(63) =e'3.

De méme, 1+ j2 = —j puis (1 +j2)" — (—e
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D’apres la formule du binéme, on a :

vz € C, (1+z)":§:(z>z‘7

p=0

Les entiers de la forme 3p, 3p + 1 et 3p + 2 formant une partition de N, on a;

n n n
— 3p 3p+1 3p42
= > DY Ay S 2
0<3psn (3p> 0<3p+1<n (31: + 1) 0<3p+2<n (3;0 + 2)

En remplacant successivement z par 1, j et j2 dans expression précédente et en utilisant le
fait que j° = 1, A, B et C sont solutions du systéme :

A+ B + € = o A+ B + C = 2
AP+ BT 4 Ot = (14" = { A + jB + jC = €3
. . . . N
AP+ B G = (1) A+ B + jC = et

Comme 1+ j + j2 = 0, en sommant les lignes du systéme précédent, on a :
A— 1 on L i - 1 o L9 nm
—5( +e'3 +e )75( + 2cos (&F)).

En multipliant la deuxiéme ligne par j2, la troisitme par j et en sommant les lignes, on a
encore :

B= (2" + %3 +je*i%7r) -2 (2” +ei(%ﬂf%w) + efi(%wg%w)>

3

Wl Wl

(27 +2c0s (% - Z)).

Enfin, multipliant la deuxiéme ligne par j, la troisiéme par j2 et en sommant les lignes, on
obtient :

C= (2” +j6in3l +j267i%) = % (2” + ei(%r+2%) + 671(ﬂ?ﬂ+2‘%)>

W= Wl

(2”+2005 (? + %))
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Soient (p; q) € Z2. Pour tout t € R, on a :

eipt | e—ipt  gigt _ o—igt elpta)t _ pilp=a)t 4 o—ilp—a)t _ o—i(p+q)t
cos(pt) sin(qt) = 3 X 5 = 5%

1 1
3 [sin(p + ¢)t —sin(p — q)t] = 3 [sin(p + ¢)t + sin(q — p)t]
Plusieurs cas se présentent :
2T
— Sig=0,alors Vt € R, cos(pt)sin(qt) =0 et / cos(pt) sin(gt) dt = 0;
Jo
— Sig#0,

2“ 2 sin 2qt 2qt]*"
— Sip =g, alors / cos(pt) sin(gt) dt = / S gy = [— o8 °q ] =0car g€ Z;
0 0 g Jo
2w 27 gin 2qt cos 2qt 12"
— Sip= —q, alors / cos(pt) sin(gt) dt = / dt = [— ] =0carq€Z;
0 0 2 4q 1o

— SipeZ\{q.—q}, alors
27 27 5 51 —
/ cos(pt) sin(qt) dt = / <:>1n(p +a)t + sin(g p)t> dt
0 0

2 2
cos(p+q)t  cos(q— p)t} 2
= |- - =0 carqg+p,q—p€EZ.
[ 2(p+q) 2(q—p) lo
27
Finalement, |V (p; q) € Z?, / cos(pt)sin(gt) dt =0
0
™ ™
L=1-—- Ih=—
! 4 Ty
13_%(2\/5—1) I, =sinl
3
1 7T
Is == Ip = —
) °7 16
T
I; = 5 Is=0
T+ 1)v/: 1—(z—1 -1
19:7E+32%0 Fl(:v):(T+ W+ (z —1)Vz
30 10 3
Fo(z) = 2yx +In|z + 1 Iip=e—-2
2¢% +1 ;
I = © 9+ F3(z) = zarcsin?z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z
241 1 sinl — 1
Fy(z) = z ;— arctan® z — zarctan  + 5111(1 +a%) | Iig = %

Avant chacune des intégrations par parties nécessaires, on vérifiera bien que chaque fonction
s
qui est dérivée est au moins de classe C! sur les intervalles concernés.

I :/qtaHQtdt:/Z (1+tan?t - 1) dt = [tant — ) =1—
0 0

x

.
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sint z
= /02 % dt = [~ arctan(cost)]§ = —arctan0 + arctan1 = Z ;
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3 2 312 2
I;;:/Zcost\/lJrsintdt: [5 (1+sint)5} - 3 (2\/571)-,
0

0
¢ cos(Int
I = / cos(Int) dt = [sin(In¢)]{ = sin1;
1

t
i tant 1 i1
Is = o dt = |~ tan®t| = _;
° ,/0 cos?t {2 an ]0 2

us . 1 us
Is = / sinttcos?tdt = ﬁ/ (cos 6t — 2cos4t — cos 2t + 2) dt;
0 0
1 [sin 6t sin4dt  sin2t
T 32 6 4 2
Premiére méthode :

1
y = V1 —12 est I'équation du demi-cercle trigonométrique donc Iy = / V1 —t2dt est
-1

laire du demi-disque trigonométrique.

N 1 T
D’ouI7=§><27r><1=§.
Deuxiéme méthode :

1 1 1 —92t 1 2
I; = V1—t2dt = |[tV1—12 —/ t—dt:/ —dt
! /_1 | I /I V-2

1 t2—1 1 1
= dt+/ dt
—1vV1—12 —1V1 -1

1 t2—1 1 1—t2
Or/ i N VRS (el S TR
“1V1—t2 —1vV1—1¢2

1 1 1 1
On a donc Iy = -1 +/ ———dt, d’ou 21 :/ —dt = arcsinti .
A = e

= arcsin(1) — arcsin(—1) =«

1
/ \/1*t2df/:717.
-1

Finalement, I7; = g

Premiére méthode :
t — /1 — 12 est impaire.
Comme on intégre sur [—1, 1], symétrique par rapport a 0, Ig = 0.
Deuxiéme méthode : :
1 -1 .
18:/ tV1— 2dt = [?(1—752)%] -0
1

- —1
1

1 1
19:/ tz(l—%)dt:/ (* —t5)dt = Fﬁ—iﬁ} ;
2 2 3 10

2
1 3 8 3 10 79 3 10
S Y S LS
(3 10) (3 10 3) 010"
Fy(z) = dx _/ Ve+l—+vzx—1 dx_/x/z+1—\/z—1dx.
RV ENES A Vet —va-1°0 2 '

:%(erl)%i%(xil)%:(x+1)\/m;(z—l)\/m

Fg(z):/w+ﬁ+1dx:/(l‘+1)+ﬁdx:/<i+ ! )dx:2ﬁ+ln|x+l\;

(z+ 1)z (z+ 1)z Vooxz+1
iy 2 ¢! Yo nk Yo
Il():/tedt: [te] 7/ 2755(11%:(37([%6] 7/ 2¢ dt)
0 PP 0 0 PP 0 0

1
:ef(267[2&]0):67(267(2672)):672
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2z
Fs = resin? ¢ = [ resin? ]7 ————arcsinx dz
3(x) arc rdePP T arc T mac rda
II?P zarcsin? z — <[—2\/ 1 — 22 arcsin z} - /
= garcsin® z 4+ 2v/1 — a2 arcsina — / 2dz

Fu(z) :/

2 z? 2 2?2 2arctanz
rarctan®rdr = = |—arctan®x| — ? X ——————

= zaresin’ z + 2v/1 — a2 arcsinz — 2z

PP | 2 1+ 22

z2 2 22
=5 arctan”x — arctan z dx

1+ 22

—2v1 — 22 x ;dx

1z

2 2
1 v —1
= % arctan®z — / a1 arctan z dx
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1 1 ) 1 ;
I = / tel sintdt = / te'lm (e')dt = Im (/ te(+it dt)
0 0 JO

ettt 1 (14t el e(1+1)
=1Im [ |t o ~dt | =Im [ —— — -
PP 1414 Jo 1-+i 1414 (1+14)2

=Im (
=Im (

0
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1
= arctan? z — zarctan z + 3 In(1+ a:2)

V1 — 22

1
=2 arctan?z — /arctan rdx + / —— arctanz dz
1+ a2
T 2 oz 1 2
= —arctan”z — ( [zarctanz] — / ——dz ) + |;arctan”x
J 1+ 2

1 1
= % arctan? z — x arctan x + {5 In(1+ 12)} + 3 arctan® z

ettt ) <e(cos 1+dsin1)(1 —1)
-—————— | =Im +
+1 21 2

—_

e(cosl +isinl —icos1l+sinl) +eicosl —esinl —4

2

2

esinl —1

e(cos1+isinl) — 1)
i
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