Nombres réels PTSI - Correction

Centrale PC : Soit I = ]7; g [
Soit (E) : /() = y(z) tan 2 — cos? .
Les fonctions tan et  — — cos® z sont continues sur I : on peut appliquer le cours.

— Résolution de 'ELHA (Eo) : y/(z) — y(z) tanz = 0.

_ . k
Infeoszl jo zry — avec k € R.
cosx

— Meéthode de variation de la constante. On cherche une solution particuliere sous la forme

La solution générale de (Ep) est x — ke

-
YT ( ) avec k une fonction dérivable sur I.

y est solution de (E) <= Vz €1, /(z) = y(z)tanx — cos’ x

K (x
— Vrel L=—0082z
cos T
= Veel, K(z)=—cos’x
< Vzel, () = —cosz + coszsin’x
1 sin® z
On choisit k : =+ —sinz + =sin’ 2 et donc y : 2 — — tanz + .
3 3cosx

Jcosx

k i3
S:{xﬁ—ftaner s m,keR}
cos T

ENSAM-CCP PT : ¢/ +y = cos’

Résolution de 'ELHA (Eo) : y" +y = 0.
L’équation caractéristique est (E.) : 72 4+ 1 = 0. Ses solutions sont i et —i.

0%(\cosz + pusinz) i.e. & — Acosz + psin z, avec

Les solutions réelles de (Eg) sont z — ¢
ApeR
On cherche une solution particuliere de (E).
3 " 1 . 3
T =y +y= 7cosdw+zcosw.

En linéarisant le second membre, 3’ + y = cos 1

On utilise la méthode de superposition des solutions :
On cherche une solution particuliére de (E;) : 3" + y = cos 3z.
On peut essayer & — « cos 3z qui est solution de (Ej) si, et seulement si —9a+a =1
1

e o= ——.

8
1

D'ou, z —gcos 3x est une solution particulicre de (Eq).

On cherche une solution particuliére de (E) : y” +y = cos .

La, on ne peut plus appliquer la méme méthode (pourquoi?).

On considére (Ej) :y” +y = e'™.

On recherche une solution de (E}) sous la forme ¢ : 2 — P(z)e™ ot ¢ est un polynéme.

Vz € R, ¢(z) = P(x)e®

& (z) = P'(2)e™ + iP(z)e™®
#"(z) = P"(z)e® + 2P (x)e™ — P(z)e®
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¢ est solution de (E}) si, et seulement si
Vo € R, ¢ (z) + ¢(z) = €
P’ (2)e™ + 2iP' (z)e'® = &
P'(x) +2iP'(x) =1 (e #0)
En considérant les degré, un polynoéme P de degré 1 convient et on peut prendre, par

1
exemple, P = ?X.
i

1 )
Dol ¢ : x Eze“ est solution de (E5) : ¢ +y = ™.
i L
En prenant la partie réelle : x — Re (;xe”) est solution de (Es) : y” +y = cosz.
i

z(cosx + isinzx)
21

En utilisant le principe de superposition des solutions, la fonction :

0—>1< 1 ‘3”>+3(1 )
o g (—geosdz 1 \gzsinz

est solution particuliere de (E).

1 1
Or, Vz € R, Re <7,(T,e”> =Re ( > = —gsinz.
21 2

1
S= {zl—) Acosa + psinx — 3—20053z+§xsinz,)\,ueR}

— A est non vide. Considérons donc a € A. En prenant + = y = a, on a donc 0 € L i.e. L est

non vide.

A étant bornée, considérons M € R tel que Vz € A, |z] < M.

On a alors V(z,y) € A% |y — x| < |z| + |y| < 2M i.e. L est majoré par 2M.
L admet donc une borne supérieure sup L.

— Montrons que sup L = sup A — inf A par double inégalité :

(<) : Soient z et y dans A. Ona z—y < sup A—inf A, et de la méme maniére, y—z < sup A—inf A.
On en conclut que |z —y| <supA —inf A, et donc supL < supA —inf A.

(=) : Montrons désormais que supL > sup A — inf A
On va chercher & prouver que sup A < supL + inf A
11 suffit de prouver que supL + inf A est un majorant de A. Soit donc = € A.
Montrer que z < supL + inf A revient & prouver que z —supL < inf A, i.e. z —supL est
un minorant de A.
Considérons maintenant y € A, et montrons que z —supL < y, i.e. x —y < sup L. Mais
cette derniere inégalité est vérifiée puisque sup L est un majorant de L.
La démonstration peut se rédiger ainsi :
Soit = € A.
Pour tout y € A, on a z — y < |z — y| < supL. Par conséquent —supL < y — = et encore
r—supL <y.
Comme c’est valable pour tout y € A, on en déduit que z — sup L < inf A, ou encore que
z < inf A +supL.
Comme c’est valable pour tout z € A, inf A + supL est un majorant de A.
On a alors sup A < supL + inf A, soit supL > sup A — inf A.

Finalement, ‘ supL =supA —inf A |
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Soit « € R. Par définition de la partie entiere, |z| <z < 2] + 1.
Donc 0 <z — |z] <1ie 0< f(z) <1

[vz R, 0< f(z) <1]

Soient z € R et k € Z.
— |z <z donc |z] +k<z+k.
|x] + k étant un entier inférieur & = + k, et |z + k| le plus grand d’entre eux, on a

lz] +k< |z + K]

— e+ k] <z +kdonc |z + k] -k <.
|z + k] — k étant un entier inférieur a x, et |z] le plus grand d’entre eux, on a
lz+ k] —k < |z].
[z + k] <|z]+k
On en déduit que |z + k| = [z + k.
Ainsi, f(x+k)=(x+k)— [z +k|=(x+k)— (x| +k)=2— |z] = f(x).

(Vo €R, Vk€Z, flzt+k)=[(2)]

Remargue : En particulier que Vk € Z,  f(k) = f(0) = 0.

Soient © € R et p € Z.

Onaz= o)+ (- o)) = &) + f(2).

Dot pz =p|z] + pf(z).

Or plz] € Z donc f(pz) = f(p\l_/m-J/—O—pf(z)) = f(pf(z)) d’apres la propriété précédente

€Z
appliquée avec k = p |z].

‘WERﬂ@eZ,f@@=f@ﬂ@”

Montrons que Vz € R, [z € Q <= (3¢ € Z*, f(qz) = 0)].
Soit € R.
= : Supposons que z € Q. On peut alors écrire z = 2 avee qeEZL”.
q
On a alors qz € Z et donc f(gx) = 0.
< : Supposons qu'il existe un entier ¢ € Z* tel que f(qz) = 0.
On en déduit que gz — [gz| = 0, ou encore gr = |gz].
Posons p = |qz| € Z.
On a alors gz = p d’ott & = 4 (car ¢ #0).
q
Les nombres p et ¢ étant des entiers, on a bien z € Q.

‘VmER, [z€Q «— (EIqEZﬂf(qx):())H

Soit « un rationnel. Il existe des entiers p et ¢, avec ¢ > 0 tels que x = P

Soit n € N* et r le reste dans le division euclidienne de n par q. !
Onadoncn=gqa+raveca€Zetre{0,1,2...,q—1}.

Alors f(nz) = f((ga +r)z) = f(qaz +rz) = f <qa§ +’r1‘> = f(ap + rx) = f(rz) car
ap € 7.
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L’ensemble F,, est 'ensemble des f(naz) pour n décrivant N*. Mais on vient de démontrer
que les f(nz) sont dans ensemble {f(m), re{0,1,2,...,¢—1} } d’ont

F, C {f'(rx),re{0,1,2,.”7q—1}}

L’ensemble F, est donc fini. Il compte au maximum ¢ valeurs.

Dans la suite du probléme, on considére x un réel qui n’est pas rationnel.

F, est non vide. Il contient par exemple f(lz) =z — |[z].
Par ailleurs, F, est minoré (par 0). En effet, on a vu que VX € R, f(X) > 0.

On en déduit que |FT admet une borne inférieure. ‘

On pose a = inf(F).
On suppose que « > 0.
VEeEN, ka>l << k>

Q=

Par exemple, l'entier {éJ + 1 est dans {k € N,ka > 1}. On en déduit que cet ensemble

est non vide.

Toute partie de N non vide admet un plus petit élément donc {k € N, ka > 1} admet un

plus petit élément.

Posons p = min({k € N, ka > 1}). On peut vérifier que p # 0 puisque Oa < 1.
pe{keNka>1} - {pa}l

On a donc
p—1¢{keNka>1} pP-la<1

a+1

La deuxiéme inégalité donne pa < 1+ «a et comme p > 0, on en déduit | <

Comme « = inf(F;), « est le plus grand des minorants de F,.

. . o+ a+1 | . .
On vient de voir que > a, donc n’est plus un minorant de F,. Par conséquent,

1
il existe un élément de F, (disons f(nz) avec n € N*) tel que f(nz) < iA

Par ailleurs, « est un minorant de F,, donc on a a < f(nx).

a+1
1l existe bien un entier n € N* tel que a < f(nz) < .
p

En multipliant par p > 0, on a pa < pf(nz) <a+1 (1).

Or, on a vu a la question | = .(2) que pa > 1.

Do, 1 < pa < pf(nz).

1 est un entier inférieur & pf(nz) et [pf(nz)] est le plus grand d’entre eux. D’ou

1< [pf(nz)]

Donc

fpf(nz)) = pf(nz) — |pf(nx)] par définition de f
< pf(nz) — 1 puisque 1 < |pf(nz)]
< (a+1)—1 d’apres (1)

On conclut que

f(pf(nz)) <

Or, d’apres la question | ' .(3) on a f(pf(nz)) = f(pnx), d’ou f(pnz) < a.
C’est absurde, puisque « est un minorant de F, et que f(pnz) € F,.

4
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On en déduit que 'hypothese faite au | .(2) (a savoir @ > 0) est fausse.
On a donc a < 0.

Par ailleurs, on a déja dit que F, était minoré par 0. Donc 0 < a.

On peut donc conclure que a = 0.

inf(Fy)

Soit A > 0. Comme A est strictement supérieur a inf(F,), A n’est pas un minorant de F,.
Par conséquent, il existe n € N* tel que f(nz) < A.

On a aussi inf(F;) = 0 < f(nz). Et si on avait 0 = f(nx), on aurait z rationnel : c’est
absurde.

Dow, 0 < f(nz).

‘Pour tout réel A > 0, il existe n € N* tel que 0 < f(nz) < A ‘

On considére un intervalle ]a, b[, avec 0 < a < b < 1. Posons A =b —a > 0.
D’apreés la question précédente, il existe n € N* tel que 0 < f(nz) < A.

On note p = {%J

b b
Onamfl<pgm.
En multipliant par f(nx) > 0, on obtient : b — f(nz) < pf(nz) < b.
Or f(nz) <b—a donca <b— f(nx).
On en déduit finalement,

a <pf(nz) <b. (VIIL1)

Comme 0 <a<b<1l,onal<pf(nx) <l

Par conséquent, |pf(nz)] =0 et donc f(pf(nz)) = pf(nz) — |pf(nz)| = pf(nz).
Et d’apres la question l.c., on a f(pf(nz)) = f(pnz), donc

f(pnz) = pf(nx). (VIIL2)

D’apres (VIIL1) et (VIIL.1), on conclut que a < f(pnz) < b.

Comme f(pnz) € F,, on peut conclure :

‘ |a, b] contient un élément de F. ‘

Autrement dit, F, est dense dans [0,1].
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