PTSI - Correction Limites

Si on prend a = 0,1 et b=0,2, on a bien a < b.
Or, il n’existe aucun entier (ni naturel, ni relatif) dans I'intervalle (0,150, 2].

Donc N et Z ne sont pas denses dans R.

Vz € RY, Vol 420 +2— Va2 +a+3=

2
Vo >0, 23(lnw)?e ™™ = <ln_z>

Or,

Montrons qu’entre deux réels distants d’au moins une unité, on peut toujours intercaler
un entier relatif.

Considérons deux réels u et v vérifiant v —u > 1.

Notons p = |u].

Par définition de la partie entiere, onav—1<p<w

Or,v—u>1 = u<v-—1

Finalement, on a bien u < p < v

On a donc bien trouvé un entier p dans I'intervalle [u;v].

Soient a et b deux réels tels que a < b.

Montrons qu'il existe un entier naturel ¢ non nul tel que ¢(b — a) > 1.

Par Pabsurde, supposons que pour tout ¢ € N*, on ait ¢(b —a) < 1.

Alors, on aurait ¢ < ﬁ et ensemble des entiers naturels serait majoré : c¢’est absurde!
D'ot, 3¢ € N*, ¢(b—a) > 1.

D’apres la question précédente, on a donc gb — ga > 1.

Appliquons le résultat de la question ((1)) : il existe un entier p € Z tel que ga < p < ¢b.
En divisant par p > 0, on obtient a < p < b : il existe un rationnel dans lintervalle [a;b].

Par conséquent, Q est dense dans R.
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D’apres la question précédente, par densité de Q dans R, il existe un rationnel r € [

i.e.

a
—gr\— a<rv2<b. (X.
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Comme 7v/2 € R\ Q, 'encadrement (X.1) montre que R\ Q est dense dans R.
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D’apres les théoréemes sur les limites d’un produit, on a donc hrf

Donc, | lim z3(Inz)%e™® =0
T—+00

On sait que :
VeeR, 0<z—|z]<Ll

Vo >1, z+ |x]>2z—1donc Ve >0,

Par produit de ces nombres positifs, Vo > 0,

Or, lim

z—+00 20 —

0<

0<
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1= 0, donc, d’apres le théoreme d’encadrement :

v—lz] _
zﬂlTooer L:cJ -

Soient x € R et n € N*.

Procédons par double inégalités :

« < [nef < nadone L < puis {%J <

«=»: |z <zetdoncn [rj <n

Comme n [z] € Z, on a donc n |z| < |nz| = |z] <

Lnz]

|x] est ainsi un entier inférieur &

ie. 2] < {[nxJJ

n

z+ |z <

T+ x| 20-1

|«] par croissance de la fonction z — |z .

. Il est donc inférieur au plus grand d’entre eux {

On en déduit
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