T"\EMQ: Continuité PCSI - Devoir surveillé n° 3

Contivuite

Exercice | (Itegration) :
Calculer K =/ e’ sin(z) dz.
0

o
E En déduire L = / sin (In¢) dt.
0

(On admettra que L est correctement définie).

Exercice 2 (EDL) : Soit (E) : ¢’ — 2y + 5y = e* cos(27).
Résoudre sur R I’équation différentielle linéaire homogene associée (Eg) : y” — 2y’ + 5y = 0.
Bl On pose (E) : " — 2y + 5y = e**+2). Déterminer une solution particuliere de (E).

En déduire une solution particuliere de (E) puis déterminer I’ensemble des solutions de (E)
sur R.

Exercice 3 (Continvite) :

Soit f: R— R
x Vz(l —sinx).
Montrer que f n’a pas de limite en +oo.
B Soit f: R—— R
2 2
x (achmj)jL(LzJlef.r).
Montrer que f est continue sur R.
E Soient f, g:[0;1] — R deux fonctions continues sur [0;1].
On suppose que f(0) = g(1) =0 et que f(1) = ¢g(0) = 1.

Montrer que :

VA€ Ry, Ja € [0;1] / f(a) = Ag(a).

Probleme 4 (Etude d'uwe fonetion réciprogue) : Soit k € R, Iobjet de ce probleme est d’ex-
primer certaines solutions de ’équation :
T

s =k, d’inconnue x, (Ex)

a laide d’une fonction appelée fonction de Lambert.

x

Dans la suite, on désigne par f la fonction définie par f(x) = —— et par g la fonction définie par
@) z Inx

g(x) = ze®.

Partie I : Etude de f
1. Donner le domaine de définition Dy de f.
2. Justifier que f est dérivable sur Dy puis calculer f.
3. Déterminer les limites aux bornes de Dy.
4. Dresser le tableau de variations de f.
5. Justifier que f réalise une bijection de ]1;e] vers [e; +ool.

Dans la suite, on note f~!: [e; +o0[—]1; €] la réciproque de f.
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6. Discuter en fonction de k& du nombre de solutions de I’équation (Eg).

Partie IT : Fonction W de Lambert

On a réalisé I’étude de la fonction g. C’est une fonction définie et dérivable sur Dy, = R dont le
tableau de variations est le suivant :

T —00 —1 +00
0 400
g T 1 —
e

1 1
7. Montrer I'existence d'une fonction W : [—— ;+oo{ — [=1;4o0[ telle que pour tout y > —=:
e e

W(y)eVW =y,
. . 1 ST L 11
8. Justifier que W est continue sur |——;-+oo| puis étudier les variations de W.

e

1

9. Déterminer W (7—), W(0), W(e) et lim W(y).

e Yy—+00

1 1
10. Montrer que W est dérivable sur } —— +oo[ puis que pour tout y > ——, et y # 0 :

e e

/ _ W(U)
Wi = y(1+W(y)

Partie III : Expression des solutions de (E;) a l'aide de W

Soit k > e. L’objectif de cette derniére partie est d’exprimer une solution de (Ej) a Uaide de la
fonction W.

11. Soit & > 0 un réel. Justifier Pexistence d’un unique réel z € R tel que z = e .

) T 1
Etablir que — = k équivaut a ze* = ——.
Inx k

12. En déduire une expression de f~1(k) 4 I'aide de W pour tout k > e.

|1]. La fonction W étudiée ici est appelée la fonction W de Lambert (il s’agit plus précisément d’une de ses détermina-
tions). La fonction de Lambert est une fonction usuelle qui apparait dans des contextes variés, notamment en mécanique
quantique.
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