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0. Question de cours : X est une partie non vide de R et soit (uy)nen une suite d’éléments de X
qui converge vers un réel £. Soit f une application, définie sur X, & valeurs dans R, définie et
continue en £.

Montrer que la suite (f(un))nen converge vers f(£).

Soit f une fonction a valeurs dans R définie sur un intervalle I d’intérieur non vide.

On dit que f posséde la propriété des valeurs intermédiaires si pour tout (a,b) € I2 tel que a < b et
pour tout réel X compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a,b] tel que f(c) = A.

Cette propriété sera notée P dans la suite.

1. Démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires :

On se propose dans ce qui suit de démontrer le théoréme suivant (théoréme des valeurs intermé-
diaires) :

Soit f une application continue de I dans R. Alors f posseéde la propriété P.

Soit (a,b) € 12 tel que a < b. La conclusion étant immédiate si f(a) = f(b), on peut toujours
supposer (quitter & remplacer f par —f) que f(a) < f(b). Dans la suite on supposera cette
hypothese vérifiée.

Soit A €]f(a), f(b)[-

On considere les suites (a,)nen et (bn)nen définies par ag = a, by = b et pour tout entier n,

an + by
b ntl = ————
si f (m> < alors { 1 2
2 bn+1 = bn

b Ap+1 = An
%if(an—ﬂ) > A alors a, +b
2 bn+1 = %

(a) Justifier que, pour tout entier n, a, € [a,b] et b, € [a,b].

b, — ay
2

(b) Montrer que, pour tout entier n : byy1 — apt1 =

(¢) Montrer que les suites (ay)nen et (bp)nen sont adjacentes.

(d) Conclure.

2. Application 1 : un théoréme du point fixe

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b] a
valeurs dans U'intervalle [a, b].

Montrer qu’il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = c.
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3. Application 2
Soient f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1).

1
(a) Montrer que pour tout entier n non nul, il existe ¢, € [0, 1- —] tel que :
n

fe) =1 (en )
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Aide: On pourra considérer la fonction f, définie sur [0,1 - 7] par fo(z) = f (T + 7) — f(z) et écrire
n n
f(1) = f(0) en fonction de fp.
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(b) Montrer que si on remplace — par un réel a €]0,1[ tel que — ¢ N, le résultat précédent
n «a

n’est plus vrai.

Aide: On pourra considérer la fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = cos (27r_z) —x [cos (Z—W) — 1].
« «
4. Réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires
1
On considere la fonction f définie sur R par f(0) =0 et f(z) = sin (—) six #0.
z
(a) Montrer que la fonction f n’est pas continue en 0.

(b) Montrer que f vérifie la propriété P. Conclure.

2 http://fabienpucci.fr/



