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0. Question de cours : Soit € > 0.
L’application f étant continue en ¢, on a glglir}Z f(z) = f(£). Par conséquent, il existe un n > 0 tel
que :
VeeX, |z -l <n = |f(x)— fO)] <e (1)

Comme la suite (uy)nen converge vers ¢, il existe N € N tel que :
YneNn 2N = |u, — (| <7 (2)
Comme il est précisé que la suite (uy,)nen est & valeurs dans X, on a pour tout n € N, dés que
n >N, u, € X et |u, — ] <n d’aprés (2).
Par conséquent, en utilisant (1), on aura |f(u,) — f(£)| < e.
Bilan : Ve > 0,3N e N,Vn e Nn >N = |f(u,) — f(0)| <e
Clest-a-dire nglfoof(un) = f(0)
1. Démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires
(a) Montrons par récurrence que pour tout entier n, a, € [a,b] et b, € [a,b] :
— Pour n =0, on a ap = a et by = b. Donc ag € [a,b] et by € [a,b].
Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que a,, € [a,b] et b, € [a,b].
Deux cas se présentent :
an +0b
b — n n
— Sif (%) < A alors par définition nt1 2
bnt1="bp
Par hypothese de récurrence, on a a < a, < bet a < b, <b.
En additionnant, on obtient 2a < a, + b, < 2b.

En divisant par 2 (qui est strictement positif), a <
On a encore a,41 € [a,b].
D’autre part, b,1+1 = b, € [a,b] par hypothese de récurrence.

b Ap41 = Q,
— Sif (a" + ") > X alors par définition " a: + by,
n+1 — 9

C’est exactement le méme raisonnement, et on aboutit encore a any1 € [a,b] et
bn+1 € [aa b]

Dans tous les cas, la propriété est encore vraie au rang n + 1.
Bilan : Vn € N, a, € [a,b] et by, € [a,b].

(b) Soit n € N.
Deux cas se présentent :

a + b a 1 — a" + bTL
— Sif ( L ) < X alors par définition { " 2
bn+1 =by
b 2by, — b by —
Dans ce cas, bpy1 — @ny1 = by — antbn _ 2bn = (an +bn) _ b On
2 2 2
b ap4+1 = @
— Sif (an + ) > A alors par définition " arnl +b,
A
_an+ by, _ (an + bn) — 2a, _ by —ay
Dans ce cas, bp+1 — any1 = 5 = 5 = OB
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(¢)

e

by, —ay

Dans tous les cas, on a bien b,+1 — apy1 = 3

by —ap
2

Lemme : démontrons par récurrence que Vn € N, on a a,, < b,.

Vn € Ny bpi1 — an1 =

Pour n = 0, on a d’apres I'énoncé a < b, donc ag < bg.

— Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que a, < by,.

Alors, on a b, — a, > 0 et d’apres la question précédente bpi1 — any1 = bn g fn > 0.
La propriété est encore vraie au rang suivant.

On a établi que .

Montrons maintenant que les suites (ay)nen et (by)nen sont adjacentes.

i. La suite (a,) est croissante. En effet :
Soit n € N
— Si f <a7, + b") < Aalors ap41 = n ;r bn, donc ap41 — a, = bn ; an > (0 d’apres
le lemme.

b
— Sif (a" * ") > A alors anq1 = ap.

Dans tous les cas, on a bien ap41 = ay.
ii. La suite (b,) est décroissante. En effet :
Soit n € N

— Si f(a"+b ) < A alors byy1 = by.

o —
" <0 d’apres

—Sif (“" + b") > A alors by = 20 ; b done bysr — by =
le lemme.
Dans tous les cas, on a bien b,41 < by,
iii. La différence b,, —a,, tend vers 0. En effet, d’aprés la question 2.b., la suite (b, —ay)
est géométrique de raison %
La raison étant dans lintervalle ] — 1, 1], cette suite tend bien vers 0.
Conclusion, les suites (ap)nen et (by)nen sont adjacentes.
Les suites (ap)nen et (bn)nen étant adjacentes, elles convergent toutes les deux vers une
méme limite c.
Comme on a Vn € Nya < a, < b (d’apres la question 1.a.), par passage a la limite, on a
également a < ¢ < b.
En utilisant la question 0., les suites convergeant vers ¢ € [a,b], et la fonction f étant
continue en ¢ (puisque continue sur [a,b]), on peut en déduire que nggloo flan) = f(e) et

11m fbn) = f(e)
Montrons que f(e) = A.

i. OnaVneN, f(a,) < A.
En effet, par récurrence :
— pour n =0, on a f(ap) = f(a) < A d’aprés I'énoncé.
Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que f(a,) < A. Alors :

b, b,
Sif (a" + "> < A, on a posé apy1 = % et donc f(ap+1) < A

bn
Sif (a" + ) > A alors ap41 = ap, donc f(ant1) = f(an) < A par H.R.

LJ‘
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Puisque Vn € N, f(a,) < A, par passage & la limite, on a lir}r'l flan) < Aie. f(e) <A
n—+oc
ii. De méme, on a Vn € N, f(b,) > A, donc par passage a la limite, liI_il_l flbn) = A et
n—+oo
fle) =

Au bilan, f(c¢) = A. On a réussi & trouver un antécédent par f pour X. Le théoréme des
valeurs intermédiaires est prouvé dans le cas présent, et donc dans le cas général d’apres le
préambule.

2. Application 1 : un théoréme du point fixe

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b] &
valeurs dans l'intervalle [a,b]. Considérons lapplication ¢ : [a,b] ——— R .
z flz)—=x
— ¢ est continue sur [a,b] comme somme de fonctions continues sur [a, b].
— ¢(a) = f(a) —a = 0 puisque f est a valeurs dans [a, b].
o(b) = f(b) — b < 0 puisque f est & valeurs dans [a, b].
D’apres ces trois points, en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut conclure
qu’il existe ¢ € [a, b] tel que ¢(c) = 0.
On a alors f(c) —c =0, et encore f(c) = c i.e. f admet bien un point fixe ¢ € [a, b].

3. Application 2 Soient f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1).

(a) Considérons la fonction f,, définie sur {0,1 - %] par fp(z) = f (1 + %) — f(z).

ona S (%) -5 {f (k . 1) - @] = F(1) = £(0) = 0 {somme télescopique).

k=0 k=0 n

k
Par conséquent, on ne peut avoir ni Vk € [0,n — 1], f, (—) > 0 (sinon la somme serait
n

strictement positive), ni Vk € [0,n — 1], f, (*) < 0 (sinon la somme serait strictement
n
négative).

k k:
11 existe donc deux entiers kq, kg € [0,n — 1] tels que f, (—1> <O0et fp <—Z> > 0.
n n

. . . 1 . .
La fonction f,, étant continue sur [0,1 — —| (comme somme et composée de fonctions
n
continues), on en déduit d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe un réel

k k 1
Cn entre — et —2 (donc dans l'intervalle [O, 1- —]) tel que fr(cn) =0.
n n n
1 1
En d’autres mots, Jc, € [O, 1-— 7] , flen)=1f (cn + 7>.
n n

1 1
(b) Montrons que si on remplace — par un réel a €]0,1] tel que — ¢ N, le résultat précédent
n «

n’est plus vrai.

2mx 2
Considérons a cet effet la fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = cos (ﬂ) —z [cos (—Tr> - 1] .
a «

On a bien f continue sur [0,1] (comme somme et composée de fonctions continues) et

f(0) = f(1).

Vz €1[0,1—a], f(x +a) = cos <w> —(z+a) [COS <2§) _1]
= cos (%Jr%r) —x |cos (%) 71] —a [cos (25) 71]
oo (Z) -1].

1 1
Or, par hypothese, on a — ¢ N et méme — ¢ Z puisque a > 0.
@ «a
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Donc =~ ¢ 2rZ, et cos (2mar) # 1.
a

Par conséquent, a [cos (2ra) — 1] # 0.

Ainsi, Vz € [0,1 — o], f(z+ ) # f(z). CQFD.

4. Réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires

(a) Supposons que la fonction f soit continue en 0.

Nt

1
T+ 207’
Cette suite tend vers 0. Par caractérisation séquentielle de la continuité, on doit avoir
nglfoof(un) = f(0)=0.

Or Vn € N, f(uy,) = sin <g + 2n7r) = 1. C’est absurde, cela contredit I'unicité de la limite!

Considérons la suite (u,) définie par u, =

Par conséquent, f n’est pas continue en 0.

Pourtant, f vérifie la propriété P.

En effet, prenons a, b deux réels positifs tels que a < b, considérons une valeur A entre f(a)
et f(b), et montrons qu'’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = A.

— Si0<a<b: fest continue sur R comme composée de fonctions continues. On sait
donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires que comme 0 < a < b, il existe
bien ¢ € [a,b] tel que f(c) = A.

Méme raisonnement si a < b < 0.

— Sia <0< b. Dans ce cas, A est compris entre f(a) et f(b) donc A € [—1,1] (méme si

a=0).

La suite ( ) définie précédemment est strictement positive et tend vers 0.

5 +2nm
1
11 existe donc un rang N a partir duquel 0 < u,, < b. En particulier 0 < TN <b.
z T
1 1

e <
‘%'JrQNﬂ' 2 +2N7

On a alors a < 0 <

_ 1

5 +2N7

Onaa<0<ovy<un <b. Or f(vxy) =—1et f(ux) = 1. La fonction f étant continue
sur ]Rj_, toutes les valeurs intermédiaires entre —1 et 1 sont atteintes entre vy et un.

< b. Posons vy = et toujours

1
5 4 ONr

UN

A fortiori, toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b) sont atteintes entre a et
b.

Méme raisonnement si a < 0 < b.

Dans tous les cas, on a prouvé que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires sur R
alors qu’elle n’est pas continue sur cet intervalle. La réciproque du théoréme des valeurs
intermédiaires est donc fausse.

Rwr%)e : Il existait des cas beaucoup plus simples de fonctions non continues vérifiant
le théoreme des valeurs intermédiaires. En trouver une!

On peut en particulier prouver que toute dérivée vérifie la propriété des valeurs intermé-
diaires (théoréme de Darboux), alors qu'’il existe des dérivées non continues. C’était I'objet
de la suite de ce probléeme de CAPES.
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