Suites PCSI - Correction
. . o 2uy — 1
Soit (un)nen la suite définie par laug =1et Vn € N,  wupq = .
Uy + 4
. e 2y -1 )
Résolvons I’équation v = . —4 n’est pas solution.
v +4
2y —

1
Yy e R\ {-4}, ~v= T = Yy +4)=2y-1 <= Y2 +2y+1=0

= (y+1)??=0 <= y=-1

L’équation admet donc une unique solution v = —1.

2z —1
Considérons la fonction f : z +— % f est définie et dérivable sur Dy = R\ {—4}, et
x

, 9
VzeDf,f(z):m>0.

Par conséquent, f est strictement croissante sur les intervalles | — oo, —4[ et | — 4, +o0].
1

Posons I =] — 1,1]. On a alors f(I) =]f(-1), f(1)] = ] -1, 5] clL

Comme ug € L et Vn € N, upt1 = f(uy), la suite (up)nen est bien définie.

De plus, on a Vn € Nyu,, € 1.

(S

Comme f est croissante sur I, la suite (uy,)nen est monotone. Or ug = 1 et ug = f(up) = = < ug.
Par conséquent, (uy,)nen est décroissante.

Comme elle est par ailleurs minorée par —1 puisque Vn € N, u,, € I, on en déduit que (uy)nen
converge vers une limite £.

Comme [ est continue sur I, ¢ vérifie f(¢) = £.

D’apres la question 1, on a donc £ =y = —1.

lim wu, =-—1.
n—+00

Comme Vn € N, u,, € I, on a en particulier Vn € N, u,, > —1. Par conséquent Vn € N, u,, +1 # 0.

On peut alors poser Vn € N, v, = T et la suite (v, )nen sera bien définie.

Up
1 1 up, + 4 up + 4
De plus, Vn € N, v, = = = =
L T e A1 2T Quy ) (up +4) Bup + 3
up, +1)+3 1 1 1
_mrD#3 1 =+ o,

3up, + 3 3 u,+1 3

1
Par conséquent la suite (uy,)nen est bien arithmétique de raison 3
C ! L déduit Vn eN L —+ !
omme vy = = =, on en déduit que Vn S U ==+ =n.
0 ug + 1 2 q " 2 3
1
Par conséquent, Vvn € N,  wu, = — — 1.
’UTL
6 3—2n
DoncVn e N, up = ——1= .
" 3+2n 3+2n
On retrouve bien lim wu, = —1.
n—-+oo
5 (=DF
Soit (up)nen la suite définie par Vn € N, u,, = kz::o T
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Posons pour n € N, v,, = ug,, et wy, = ugp1.

1 2n+1 —1 2n+2
()" (-

2n +2 2n+3
I T S ~1
T 2m+2 2n+3 (2n+2)(2n+3)
Donc la suite (vy,) est décroissante.

OnaVneN, vy — vy = Ugpio — Uzp =

<0.

_1)2n+2 (_1)2n+3

OnavneN, wpi1—wp =ugpis — Ugny1 = m + m
1

1 -1
T 2n+3 + 2n+4  (2n+3)2n+4
Donc la suite (wy,) est décroissante.

)>0.

1

DeplusVn € N, v, —w,, = ug, — Uopt1 = M1

Donc lim (w, —v,) =0.
n~>+oo( " rz)

Des trois points précédents, on peut déduire que (v,,) et (w,) sont adjacentes.
Les suites (ug2n) et (ugp+1) convergent donc vers une méme limite £.
Les indices pairs et impairs formant une partition de N, la convergence des suites (ugy,) et
(ugn+1) vers la méme limite ¢ entraine celle (uy)nen :
lim (u,) =¢.

n~>+oo( n)
Comme (ugy,) décroit strictement et tend vers ¢, on peut déduire que Vn € N, ug, > £.
De méme, on a Vn € N, ug,q1 < L.
On dispose donc de Vn € N, ug,41 < £ < uap, ce qui fournit un encadrement de ¢ d’amplitude

1

U2n — U2n+1 = m

Un1 + Uzn

Le milieu de [ugn41,u2,] ic. est donc une valeur approchée de ¢ & la précision

Ugn — Uzn+41 _ 1
2 2x (2n+2)
- 1 _3 . P
11 suffit donc de choisir n tel que —————— < 107" pour avoir une valeur approchée a la
2 x (2n+2)

précision 1073,

1 . .
Or, ————— <107% <= 2x(2n+2)>10° <= n+1>250 < n > 249.
2x (2n+2)
Pour n = 250, w est une valeur approchée de ¢ & la précision 1073,

Ewr%)a : On peut prouver que £ = In 2.

Posons f, : x— 2" —nz + 1.

— fn est continue sur l'intervalle [0;1];

— [y est dérivable sur 'intervalle [0;1] et Va € [0,1], fi(z) =na™ ! —n=mn(@""' - 1) <0.
De plus, Vo € [0;1], fi(z)=0 <= =1
La dérivée est négative sur 'intervalle [0;1] et elle ne s’annule qu’en un point isolé.
Donc f, est strictement décroissante sur [0;1].

— fa(0)=1et fr(1) =2—-n <0.
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D’apres le théoreme de la bijection,

L’équation f,(z) = 0 admet une unique solution as, sur [0;1].

Remargue :

— Sin=2,ona fa(1) =0. Donc ay = 1.

— Sin=3,ona f3(1) = —1. Donc a3 €]0;1].
On va montrer que Vz € [0;1], n € N\ {0,1}, fot1(z) < fu(2).
En effet,

Vo e [0;1],Vn e N\ {0,1}, for1(z) — ful@) = 2" = (n+ Dz + 1] — 2" — nz + 1]

:(L‘n+171'n71‘

=a2"(z—-1)-2<0

Posons n € N\ {0,1}.
D’apres la propriété précédente, on a fri1(an+1) < falant1).
Or, fn+1(an+1) = 0 par définition de ay+1, d'ott 0 < fr(api1)-
De méme, par définition de ay,, on a fu(ay,) = 0.
On peut écrire :

folan) < falang1)

Si on avait a, < any1, la fonction f, étant strictement décroissante, on pourrait en déduire
que fn(an) > folapsr). Cest absurde! Donc oy, > apy-
On vient de démontrer que la suite (a,,) est décroissante.
Par ailleurs, elle est minorée par 0.
Donc cette suite est convergente.
Soit £ la limite de (ay,).
Comme Vn > 2, u, € [0;1], par passage & la limite, on a £ € [0;1].
On peut méme préciser que comme la suite est décroissante, on a Vn > 3, «, < as.
Et par passage a la limite, { < ag < 1.
Dot £ € [0;1].
Supposons que £ € ]0;1].
Par définition de (ay,), on a
Yn>2, ay+1l=na, (1)

lim a,=0<1
Comme "7+ ona lim In(a,)=1In(¢) <0,donc lim nln(a,)= —oc.
hm[ Inz = In(¢) n—++00 n—-+oo
Tr—

Par composition, on en déduit lim e""™@) =0, ie. lim o =0 = lim (a?+1) =1.
n—+00 n—+00 n—+0o00
On en conclut que lim na, = lim (a5 +1) = 1.
n—+o00 n—+00

Mais lim «, = ¢ > 0 donc par produit, lim mna, = +oo. C’est absurde! D’ou £ = 0.
n—-+oo n—-+00

En conclusion, lim «, =0.
n—-+oo

Remarques :

N . 1
— En particulier, lim na, =1 <= «, ~ —.
n—+00 n—+oo N
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— Une autre rédaction plus rapide mais plus artificielle :
Soit A €]0,1].
Ona fp(A)=A"—nA+1——0.
n—r—+0o0o
Donc il existe un rang N tel que Vn > N, f,(A) < 0.
Comme f,, est décroissante et f,(ay,) =0, on a donc 0 < a,, < A.
En conclusion, VA €]0,1[, 3N € N, Vn > N, |a,| < A, i.e. par définition, nEIJIrloo apn =0.

(le cas des A > 1 étant vrai a fortiori)

4
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