PTSI - Correction Une jolie courbe et des tangentes

On peut toujours factoriser I'équation du cercle :
G - (=32 +(y+1)? =5.

Cest le cercle de centre Q(3; —1) et de rayon V5.

Le point M (x; y) est un point de € par lequel passe une tangente issue de A s’il vérifie '’équation
du cercle et la condition

AMOM =0 <= (z-4)(z-3)+ @y +4)(y+1)=0.

Les coordonnées d'un tel point sont donc solutions du systeme :

(x=3°+@y+1)° = 5 ?+y? = 6r-2y—5
—
(@-)-3)+H+4H+1) = 0 2 +y Tz +5y+16 = 0
24y —6r+2y+5 = 0
<~
—r+3y+11 = 0
224y —6z+2y+5 = 0
—
z = 3y+11
(By+11)2+4* 6By +11) +2y+5 = 0
—
z = 3y+11
10y + 50y + 60 = 0
<~
r = 3y+11
On résout la premieére équation dont les solutions en évidence sont y; = —2 et yo = —3 associées a

leur abscisse :

r1 =3y +11=5 et T2 =3y2 + 11 =2.

Il y a donc deux points convenables :
E(2; -3) et F(5; —2).

11 ne reste plus aux courageux qu’a calculer la distance entre les deux points (au carré pour commen-
cer) :

= (zr —zp)” + (yr — y&)* = 10.

F =10 ~ 3, 16.

A vous de vérifier la crédibilité de ce résultat sur la figure ci-dessous :
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Le point H appartient a la droite (2) d’équation y = —1 donc yg = —1. De plus, par
projection orthogonale sur (2), perpendiculaire & 'axe des abscisses, la droite (MH) est
parallele & 'axe des ordonnées donc xyy = x et on a :

H(z; -1).

Ona:

MF = \/(zr — 230)% + (v — y0)? = Va2 + (1 - )2

et

MH = \/(1}1 —am)? + (yu —ym)® = \/(1 +y)%.
11 suffit de résoudre I’équation :

MF = MH MF? — M2 ( car MF et MH sont des >

longueurs donc positives

=t (1-y)?’= (1+y)
== (1+ y) (1- 7/ (on factorise et simplifie)

— 22 72><2y<:>

La succession d’équivalence précédente montre donc bien que M appartient a P si, et

T
seulement si, y = T C’est une parabole.
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) 1
Comme M et M’ appartiennent & £, on a M (4; 4) et M’ (71; Z) Puis, le méme raison-
nement quen ((1)) donne H (4; —1) et M’ (—1; —1).

-1 -1

TN - 4 4\ =
=) = —(Her=|, |=| 3
YM — YF 4-1 3 171 -2

1(4 1=
=—-= = ——FM.
413 4
Donc les vecteurs sont colinéaires et les points M, M’ et F sont alignés.
La droite (A) passe par M et le milieu I de [FH] par définition. L’équation cherchée est de
la forme y = mx + p.

TF + g
. 2 2
— On commence par trouver les coordonnées de I : I = .
Yr + YH 0
2
= . YM — Y1
— Calculons le coefficient directeur de (A) : m = ———= = 2.
M — 21

— Enfinl € A <=y =221+ p < p = —221 = —4.

Donc [(A) : y =2z —4|
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1 1
Avec le méme raisonnement, on trouve | (A’) : y = 5271}
Le produit des coefficients directeurs de (A) et (A’) est égal & —1 donc les droites sont

perpendiculaires.

Soit D = (A) N (A'), on résout le systeéme d’équation :
y = 2z—4 y
_ 11 =l
Yy = 2$ 1 Y

y = —1
=
x

i. On note (A”), la perpendiculaire & (A) en M. Comme elle est parallele a (A’) alors

2 —4
—2z—1

[CIRH

Donc D <g, 7l> € (2).

son coefficient directeur est 5 De plus, elle passe par M :

1 1
?/1\a=—§rcM+p = p=4+§><4=6.

Donc | (A"): y = —%z+6.

ii. T et N sont les ordonnées & l'origine respectives de (A”) et (A), donc

[T 6)] e [N@©-9]

N + x7
a: . 2 0
iii. Le milieu de [NT] a pour coordonnées = =F.
YN tyT 1
2

Donc F est le milieu de [NT].

La transformation qui transforme le triangle MNQ en le triangle IFO est une homothétie de
centre T et de rapport 2. En effet :

— Par construction, les points T, O et Q, T, F et N et T, I et M sont alignés.
— D’apres (~ ((6))iii), F est le milieu de [TN] donc TN = oTF.

1 — 27 2 M — TT 4
ﬁ: ! : = et m= M : = ZQﬁ
Y —yr 4 YM — YT 8

Enfin, de la méme maniére T‘CS = Q’ﬁA
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