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La fonction f : x +—— arctan (LQ) est de classe au moins C? sur un voisinage de —1 (il
suffit d’éviter —2).

Elle est, en particulier, dérivable et sa dérivée admet un développement limité que l'on va
primitiver pour obtenir celui de f: On a :
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Eemﬁ.rqye : S'attaquer directement et comme usuellement & arctan ( + ) a

et nous aurait de toute maniére obligé a utiliser la formule de Taylor-Young :

meéne a un cul de sac technique

arctan(2x+l) = arctan (2}171) = arctan((—l+2h)(l—h+h2+o(h2))
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Pas de formules trigonométriques pour nous aider & nous ramener en 0.
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La seule difficulté est de pousser assez loin les DLs respectifs.
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Done, sin(tan(z)) o © + 6%~ Eaﬁ‘!’ — mﬂ +o (ac7) .
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tan(sin(z)) = tan <z 37 + o +o0 (T )
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Done, sin(tan(z)) =7 + 61‘3 - Ewo - mwj +o (ﬂ) .
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Par conséquent, tan(sin(z)) — tan(sin(z)) = —%ﬂ +o (1:7)
, . sin(tan(z)) — tan(sin(x)) 1
D’ou o = 3O+0(1).
Donc,
lim sin(tan z) — tan(sin x) _ 7i.
z—0 z7 30
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On pose ¢ : x — .
pose V14t
o s . _ A 1 4 é 8 9
Onaalors¢(x)z;0(l+t) z=1 5% +8x +o(x).

La fonction ¢ étant continue sur R, d’apres le théoréme fondamental de analyse :

T dt
[ / est la primitive de ¢ s’annulant en 0.
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Par intégration du DL de ¢, on obtient : ®(x) Ii00+xfﬁx')+ﬂx9+o<zm).
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Rema ¢ aussi VreR,  f(z) /I2 dt /12 dt /z dt
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On dérive : Vz € R, '(x) = 20 X ————= — ———, on fait le DLgy(0), puis on integre.
fl@) =20 s = °(0). » :

— f est continue sur I comme somme de fonctions continues ;

f est dérivable sur I et Vo € I, f(x) =1—sinz > 0 sur I. Donc f est strictement
croissante sur L.
3

— lim f(z)= ~"T et lim fz) = T

D’apres le théoreme de la bijection, on en déduit que f est bijective.

Comme f est de classe C*™ sur I, de dérivée ne s’annule pas, sa réciproque est également
de classe C* sur L.
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Premiére méthode : D’aprés le théoréme de Taylor-Young, la fonction f~' admet un
DL a tout ordre en 1.

En particulier, f~1(1+h) vy SO+ Y Wb+ (f71)2(2)(1) h4 (f*lz)j)(!i?) ) R340 (h:‘)‘
Or:
— Y1) =0 car f(0)=1.
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Mais le calcul des dérivées successives de f~! est pénible...

dott (f71)(1) = % = % =1

dot (f7HP (1) = 1.
Deuxiéme méthode : D’aprés le théoréme de Taylor-Young, la fonction f~! admet un
DL a l'ordre 3 en 1, qu’on pose a priori :
fTYA+h) = ap+arh+ ash? + ash® + o (h3> .
h—0

Par composition des DL :
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Mais par ailleurs Vo € I,  f71(f(2)) = =, dout f1(f(z)) Sptto (.773).

Par unicité de la partie réguliere du DL en 0, on en déduit :
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s 1 -1 — 12 —33 3
agfﬂzﬂ ,ie a % donc f (1+h)h—>0h+2h +2h, +o(h )
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EeMM"%Ja : on peut aussi utiliser Vo € I, f(f !(z)) = =, mais la composition fait
apparaitre un systéme non linéaire, beaucoup moins pratique a résoudre.
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On pose x = —1 — h (avec h > 0).
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or,2lnh = o<71>.
h—0 h

1
Donc g(—1 —h) o h et Zlirgl g(z) = —o0.

, oy 1, T 1
g(l>x—Too .1?*54*3*14’0 2
Donc, (2): y =2z — 3 est asymptote a C4 au voisinage de Foo.

C, est localement située au-dessus de () au voisinage de +o0 et en dessous au voisinage de —oo.
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