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L AABC:%HE;R”:% z :%x\fﬁflﬁ\:ll.

1
Commentaire: Aapc = 5 x AB x AC si, et seulement si ABC est rectangle en A'!

2. Par définition, Axpc = % x d (A; (BC)) x BC.

Comme BC = \/(xc — )2 + (yc — yB)? = V1 + 36 = V/37, alors

2A 22/37
d(A; (BC)) = BA(?C ==

r+1 3
3. M(z; y) du plan appartient a (AB) <= AM ( N 1) et AB (4) sont colinéaires
Y

r+1 3
+1 4

e {m,ﬁ] =0 <=

= dr—-3y+1=0.
Donc, (AB) : 42 —3y+1=0.

4
4. Tl suffit de calculer la distance de C (3; —3) 4 la droite (AB) dont un vecteur normal est 7 ( 3)

donnée par la formule :

Comme AB = \/(xB —2a)%+ (yB — ya)?2 = V9 + 16 = 5, on retrouve :

1 1 11
Anpe = S xd(C (AB) x AB = L x 2XM 5y
2 2 B
g PN s PP . z—2—1i
On s’intéresse dans cet exercice a l'application définie sur C\{—i} par f(z) = 1
z+1i

L e fl)y=-1
o f(3i) = % + %i

o f(1-2i))=1-2i 1 — 2i est donc un point

invariant de f.

. 1 .
Commentaire: = = —i /
i

2. e f(2)=0 = z=2+1.
=1

o f(2) = z—2—1i=2z+1iquin’apas de solution.
o f(2)=1i = z—2—i=iz—1 <= (1—i)z=1+11i est donc un point invariant de f.
14+ (1412
TS 2
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. Surtout pas de calculs compliqués pour cette question, il suffit de partir de I'expression de

f(2) = Z et de calculer explicitement la réciproque :

—92_j
Yz i, %:z = 2-2-i=2041Z e 2(1-Z)=2+i+iZ
z4+1i
24+i+iZ
SiZ;rélalorsz:lelijLZ1
L’application f est donc bien bijective de C \ {—i} vers C\ {1}, et on a :
_ iz+241
Vze C\ {1}, f7(z) = ———.
1—2z
4. .
Posons § = a + ib tel que 62 = —8 — 6i.
Déterminons a et b en identifiant les parties réelles et imaginaires :
a> - =-8 4
2ab = —6 — {Z o
a? + 42 = o]’ = [6% = 10 -
Comme 2ab < 0, les réels a et b sont de signe contraire.
Les racines carrées de —8 — 6i sont donc 1 — 3i et —1 + 3i.
D’apres le cours,
—_— ZM — ZB ZM — %B z—2—1
AM; ﬁi = — ) = — ) = — | = 27] .
(0 s (222) s (222) s (527 = s
Commentaire: N’'oubliez pas le arg sinon ce n’est plus un angle!!! Ni le 2] d’ailleurs.
11 s’agit de résoudre I'équation f(z) = z pour z € C\ {—i} :
fR)=2 <= 2-2—i=224iz <= 224+ (i-1)z+2+i=0.
Equation du second degré dont le discriminant est A = —8 — 6i = (1 — 3i)? d’aprés 3.(b).
1—i+1-3i 1—-i—1+3i
Les solutions sont donc z; = 1zil=d =1—-21 et z0= % =
L’application f a donc deux points fixes 21 et zo.
Commentaire: Plus efficace, on pouvait utiliser intelligemment les résultats de 1. et 2. pour reconnaitre les
deux racines i et 1—2i de équation de degré 2 et écrire directement : 2° + (i—1)z+2+i = (241)(z — 14 24).
5. D’aprés la question 3.(d), la transformation associée & f admet deux points invariants
donc ce ne peut étre une des 4 isométries qui ont exclusivement 0, 1 ou une infinité de
points invariants.
Posons M le point d’affixe z € C \ {—i}.
—92_j
f(z) ER < arg(f(z)) ER <= arg (Z—+l> ER (m, ﬁ) =0 [n]
z+1i
<= les points A, M et B sont alignés.
<= M € (AB).
L’ensemble cherché est donc la
De méme que précédemment,
—-2- — ——
f(2) €iR <= arg (f(2)) € iR <= arg (:T) €iR «= (AM;BM) = g [7]
L’ensemble cherché est donc le cercle de diametre [AB] privé du point A.
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Encore,

z—2—1i

f@eU = 1@ =1 = |*

I’ensemble cherché est donc la

D’apres la question (3.), on a :

P22+ 1-2i
2el <= |z]=1 = 12;_7—“:1@ i%:l
- —z
1-2i
¥:1<:>V+172i\:|271|
—z

& MD = MC ot D(—1 + 2i) et C(1).

L’ensemble cherché est donc la médiatrice du segment [CD].

6 fs)_1=FT2Th 2o =214

z+1i z+1i z41

Dot 2 € € (A=), 1) <= |z +i[=1 = |f(2) = 1] = [-2(1 +1)| = 2v2.

L’image par f du cercle de centre A(—i) et de rayon 1 est donc le cercle de centre C(1) et de
rayon 2v/§.

Lycée Jules Garnier
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I. (a) Par composée et somme de fonctions C*°(R), f l'est également et on a :

20 (z—1)?
1+22  1+22 7

VzeR, flz)=1-

On en déduit son tableau de variation sur R :

x -0 —1 0 1 400

() + 0 - 0 +

I'(x) + 0 +
+o0

' —
1—-In2
f /0/
—00

apres ’étude des variations de f, celle-ci est continue et strictement croissante sur
b) D’apres 'étude d iati d 1le-ci i i i

[0;1] donc f([0;1]) =[£(0); f(1)] =[0;1—1In2] C [0;1].

L’intervalle [0;1] est donc stable par f.

(c) f étant de classe C*™ sur R, elle est au moins deux fois dérivable et on a :

=2(ZIJ71)(.’L'+1).

Yz eR, f'(z) 1+ 22)

L’équation f”(z) = 0 a donc deux solutions = 1 qui correspondent aux points
d’inflexion de la courbe €.

En —oo, d’apres les théorémes sur les composées et sommes de limites, on a immédiate-
ment :

1
Posons h = —, on a alors :
T

f(%):%fln(lJr%):%7ln(%(l+h2)>
. 21nh7h2+o(h2)

h—0 h
1
= (7)
f(z) it +o(z).
Donc

zll}l}_loo f(x) = Fo0.

(a) La fonction f est au moins de classe C* sur R, elle admet donc un développement
limité & l'ordre 2 en 0. Le terme en 2 dans le logarithme nous permet de développer
In(1 + u) seulement & l'ordre 1 :

f(z) ot 22 +o (12) . (XVL1)
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(b) Par le méme raisonnement, f admet un DL & l'ordre 2 en 1.
Comme f'(1) = f”(1) = 0, il est plus rapide d’utiliser la formule de Taylor-Young que
de poser x =1+ h.

) 2, 10+ T ¢ }<+o (1217

= 1—ln2+o(a:—1

z—1

(¢) D’apres (XVI.1), La courbe de f admet donc la droite d’équation y = z comme
tangente a l'origine et elle se situe au dessous d’apres le signe du terme d’ordre 2 du

DL.

1 +4

1-In2 4
f f f f f
—2 —1 1 2 3

14

72 —+4

II. 1l suffit de calculer w41 — u, = —In(1 +42) < 0.

Donc (up)nen est décroissante.

11 suffit de montrer qu’elle est minorée.

D’apreés (b), lintervalle [0;1] est stable par f. Il est facile de montrer que u,, € [0;1], pour
tout entier n.

En particulier, elle est minorée par 0 donc converge d’apres le théoréme de convergence
monotone.

La fonction f étant continue, (up)nen converge donc vers un de ses points fixes i.e. les
solutions de I’équation

fl@)=2 <= Im(1+2%) =0 < z=0.

En conclusion, (uy)nen converge vers 0.
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1—-In2 +

) Cf cours. ..

b) Soit h €]0;1]. La fonction ¢ — In(1+¢) est continue sur [0;h] et dérivable sur |0; h]

de dérivée la fonction ¢t — 71 donc il existe ¢;, €]0; [ tel que :

In(1+h) 1
h S

(a) Comme x € [0;1] alors 22 € [0;1]. D’aprés la question précédente on a donc :

In(1+a%) 1
z? I

1 1
Or, vV 0;1], ——— > =.
Ve €051 722 3
, . In(l+2? 1 1
Dou,%}iﬁ—ln(l—kf)g—iz?
1
— z-In(1+2%) < x—izz

— f(z) < l*%L

(b) D’apres la question (7.), on sait que u, € [0;1] donc on peut appliquer le résultat

précédent a wu, pour tout entier n :

1 1. .
2 2 2
flun) Sup — u;, < Upy1 — Up < —5tn = Uy < 2(up — Up+1)-

2

N

n
Comme somme de termes positifs, la suite <Z u%) est clairement croissante.
k=1 neN
De plus, d’apres la question précédente,
n

n
Z uj <2 Z (ur — ups1) = 2(up — Unt1) = 2 — 2up41 < 2,
k=0 k=0

la suite (up)nen étant & termes toujours positifs.

k=1
théoréme de convergence monotone.

La suite <z ui) est donc croissante et majorée donc converge donc d’apres le
neN

En conclusion, hm Z“k existe. L1
=0

|1]. De la & savoir combien elle vaut, c’est un autre pas et surement un autre devoir.
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f:x— ax + b est dilatante si, et seulement si |a| > 1.

Considérons f définie par f(z) =z —2siz <0, f(x) =1-zsi0<z <1, et f(x) =243
six > 1.

[ est dilatante et non monotone.

Soient z,y € R tels que f(z) = f(y). f étant dilatante, on a |z — y| < |f(z) — f(y)] =0
d’ou z = y.

Une fonction dilatante est injective.

D’apres le cours, une fonction injective et continue est strictement monotone.

Donc f est strictement monotone.

Supposons alors f strictement croissante, et montrons que f : R — R est surjective.

f étant dilatante, on a Vz € R, |f(z) — f(0)] = |z|.

Comme Vz > 0, alors f(z) > f(0). On en déduit que Va > 0, f(z) — f(0) > x et donc
que EI«P f(z) = +oc.
€T o0

— Comme Vz < 0, alors f(z) < f(0) et Vo < 0, f(0)—f(z) > —z. Donc EEIPOO f(z) = —cc.

La fonction f étant continue sur R et d’apres les deux limites précédentes, on déduit que
tout réel admet un antécédent par f d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. f est
donc surjective.

Méme raisonnement si f est supposée strictement décroissante.

Dans tous les cas, une f: R — R continue et dilatante est bijective.

On suppose dans cette question qu’il existe un segment [a;b] (avec a < b) stable par f, i.e.

S ([a30]) C [a;0].

Considérons ¢ définie sur [a;b] par ¢(z) = f(z) — z.
— ¢ est continue sur [a;b] comme somme de fonctions continues.
— $(a) = f(a) — a > 0 puisque f(a) €C [o;8].
#(b) = f(b) — b < 0 puisque f(b) €C [a;b].
D’apres le TVI, on conclut que ¢ s’annule sur [a;b], i.e. f admet un point fixe sur [a;b].
On suppose f croissante.
Supposons qu’on ait f(a) > a ou f(b) < b. On aurait f(b) — f(a) < b — a et donc
[f(b) = f(a)] < |b—al. f étant dilatante, c’est absurde.
Par conséquent, f(a) < a et f(b) > b.
Mais par hypotheése, f ([a;b]) C [a;b] d’ou f(a) =a et f(b) =b.
Soit z €a, b[.

— Supposons que f(z) > z. Alors, f(b) — f(x) =b— f(z) <b— .
f étant croissante, on en déduit |f(b) — f(z)| < |b — z|. C’est absurde, puisque f est
dilatante.

— Supposons que f(z) < z. Alors, f(z) — f(a) = f(z) —a <z —a.
f étant croissante, on en déduit |f(z) — f(a)| < |& — a|. C’est absurde, puisque f est
dilatante.

Par conséquent f(z) =z et donc f\[a;b] = Idpgy)-

Dans le cas ou f est décroissante, considérons ¢ : & +— a + b — z.

On prouve sans difficulté que g = 1 o f est dilatante, continue, croissante, et vérifie

g(la;b]) C [a;b].

Par conséquent, -‘]‘[a;b] =Idpgy) et Vo € [a;0],a+b— f(z) = z.

Finalement, Vz € [a;b], f(z) = a+ b —z.
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Dans cette partie, on suppose que f est croissante, et toujours dilatante et continue sur R.

Soit z > 0. Comme f est croissante, on a f(x) — f(0) > 0.
f étant dilatante, on a f(x) — f(0) = |f(z) — f(0)| > [ — 0| == d’ou f(z) >z + f(0)

D’autre part, on a supposé f(z) < z, d’ott z+f(0) < f(z) < x et enfin 1+® < f@) <L
x x
Par encadrement on déduit lim & =1 ou encore
r—+o0 I
f(@) Fods

De méme, pour z < 0, on a f(0) — f(z) = 0—z donc = + f(0) > f(x) > x par hypothese.
fO) _ f=)

On a donc 1 4+ ——* < =% < 1 (en divisant par z strictement négatif) et
z T
@) ~ .
—00

Supposons qu'il existe xg tel que f(zo) < zg et 21 tel que f(z1) > 1.

Alors la fonction ¢ : x +— f(z) — 2 est continue sur R et vérifie ¢(zg) < 0 et ¢(z1) > 0.
D’apres le TVI, ¢ s’annule entre xp et xj.

Posons ¢(x3) = 0.

On a f(z3) = z3 et donc f admet un point fixe.

On a prouvé : [(Jzg € R, f(zg) < xg) et (Jz1 € R, f(z1) > 21)] = [ admet un point
fixe.

Par contraposition :

f n’admet pas de point fixe = [(Vz €R, f(z) > z) ou (Vz €R, f(z) < z)].

Posons F I'ensemble des points fixes de f.

Il est envisageable que f n’ait pas de points fixes. Alors E = @ qui est un intervalle
particulier.
f peut également avoir un seul point fixe z9. E = {z(} est encore un intervalle.

— Supposons que f admette deux points fixes a et b (@ < b).
Alors f étant supposée croissante, on a Va € [a;b],a = f(a) < f(z) < f(b) = b donc
[a;b] est stable par f.
D’apres la question | +1.(3), la fonction étant bien dilatante, continue et croissante, on
a f‘[a;b] = Id[a:b]~
C’est & dire que tous les points de [a;b] sont encore des points fixes de f : [a;b] C F.
C’est la définition d’un intervalle.

L’ensemble des points fixes de f est un intervalle de R.
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