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Nombres Complexes II PTSI - Correction

Soit z € C.
2€Df <= 2-21#0 <= 2z #2
L’ensemble de définition de ¢ est Dy = C\ {2i}.

Posons z =z + iy avec x,y € R.

22 =8—6i «— x> —y*+ 2izxy=8—6i
2 2
° -y =8
= 4 car z,y € R
2zy = —6
2?4+ y? =10 car 2® + 92 = |2|> = [2?| = |8 = 6i| = 10
= {a?—y?=38

2xy = —6

22=9 r=3ouxz=-3
= (=1 < qy=1louy=-1

Ty =—3 Ty =—3

Les racines carrées de 8 — 67 sont 3 — i et —3 + 4.

Déterminons les antécédents de 1+ :

2
VeeD, ¢z)=1+i &= ——— =1+
z—2i
= 22 =(1+4)(z—2i) car z # 2i

= 2 -(1+iz+(-2+2)=0 (Ey)

(E1) est une équation du second degré de discriminant : A = 8 — 6i = (3 — 7).

(1+i)7(37i)77 -
s = 1+4+iet 3

Par conséquent, 1+ i admet deux antécédents par ¢ : —1 + 7 et 2.

(E1) admet deux solutions distinctes :

Soit b € C. Déterminons les antécédents de b par ¢ :

2
VzeD, ¢(z)=b = ——=b
z—2i
— 22 =b(z—2i) car z £ 2i

= 2 bz +2ib=0 (Ep)

(E3) est une équation du second degré de discriminant : Ay = b* — 4(2ib) = b(b — 8i).

e Sibe {0,8i}, Ay =0, donc d admet un seul antécédent par ¢.
e SibeC\{0,8i}, Ay # 0, donc d admet deux antécédents distincts par ¢.

(1+i)+B—i) _

2.

Soit z = x + iy € D avec z,y € R.

o(2) = 2 (atiy)? (@ —yP) + 2xy[r — iy — 2)]
z—2 a+ily—2) [z +i(y —2)][z —i(y — 2)]
_ @ —y)a + 20y(y — 2)] + 207y — (2% — ) (y — 2)]
N 22+ (y—2)?
_ @ 492 — dy)a] +i22%y — (2 — y*)(y — 2)]
22+ (y — 2)2
Ainsi,

M(z) € £ <= ¢(z) € iR
<= Re (¢(2)) =0
(z2+y2—4y)x_
T Erw-22
= @y’ —dy)r=0eta’+(y-27#0
— {12+y2—4y200u:v:0] et (z,y) # (0,2)

= [acz+(y—2)2 =2? ou,r:(]} et (z,y) # (0,2)

Ainsi € = (CU (Oy)) \ {Q}, ot C est le cercle de centre ©(2i) et de rayon 2.

&
Q
€3
Ol e ’
Recherche des points invariants :
M(z) est invariant par f <= f(M)=M
2iz —5
= =y e P 5 = = 2iz — 5 = z(z — 2i)
z—2i

= 22 —diz+5=0car z #2i

A = —36 = (6i)%. Les solutions sont 5i et —i.

Donc, f a deux points invariants : B(57) et C(—1).
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Soit My € P\ {A} et z; son affixe (21 # 2i).

2izg — 5
My (20) est un antécédent de M; par f <= 2z = 120—2
zZ0 — 4
> (20 —2i)z1 = 2iz9 — b car zp # 24
< z20(z1 —2i) = 2iz1 — 5
_ 2Z2’1 -5

<~ 2 — o

car z1 # 2i

2iz1 — 5
Donc M; a un et un seul antécédent par f : le point My d’affixe 172
21— 20

Done, f est une bijection sur P\ {A}.

2iz1 — 5
On vient de voir que =1 : My — My est définie par zy = 72172
Z1 — 4l
On remarque que f~! = f et on dit que f est involutive.
Soit M(z) € D, alors z = iy avec y € R\ {2};
2i(iy) =5  ~2y—5 2y+5
Ainsi, 2/ = l_(ly) — = - L _t i€ iR.
iy — 2i i(y —2) y—2
2y+5 2(y—2)+9 9
On remarque que Y+ i = =2+ i = (2+7)i76212
y—2 y—2 y—2

On a bien M’ € D i.e. f(D) C D : D est globalement invariant par f.
2iz—5 9 2iz — 5 — 2i(z — 2i) -9
i — —

z—2 z— 2 T
Par conséquent, (2’ — 2i)(z — 2i) = —9, et en passant aux modules, |2’ — 2i| x |z — 2i| = 9.

Si z # 2i, alors : 2/ — 2i =

Soit M(z) sur le cercle T' de centre A et de rayon r > 0. Alors AM = |z —2i| = 7. On a vu
9
que |2 — 23| x |z — 2i| =9, dott AM' = |2/ — 2i| = - = —.
|z—2i] r

9
En notant I le cercle de centre A et de rayon —, on a prouvé que f(I') C T".
r
9
Réciproquement, soit un point My du cercle C(A, =). Par le méme raisonnement, on peut
r

prouver que son image M} par f est sur le cercle C(A, %) c’est-a-dire sur I". Or f étant
involutive, on a aussi f(M}) = Mj.
Tous les points de I ont par conséquent un antécédent sur T'. Cela prouve que I C f(T).
Ainsi f(T) =T".
T est globalement invariant par f < f(I') =T < g =7 < r=23(carr >0).
Le cercle de centre A et de rayon 3 est globalement invariant par f.

On peut remarquer qu’il contient les points B et C.
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