T‘\éme: Polynémes PTSI - Devoir en temps libre n° 19

Polyvsmes |
ag = 1
On consideére la suite numérique (ay)ren définie par : n>2 nz_:l ay - 0
= (n—k)!

n ank
Pour n € N, on pose : A, = E ak( Tk
n—k)!

k=0

1. (a) Calculer ay,as,as,ay.

(b) Ecrire explicitement les polynomes Ag, Aj, Ag, Az et Ay.
2. Montrer que la suite (A, )pen est 'unique suite de polynémes (P,,),en vérifiant :

(a) Po=1;

(b) pour tout entier 1, P, =P, 1;
2, Pn(0) = P,(1).
3. Montrer que la suite (Bj)nen définie par B,(X) = (—1)"A,(1 — X) vérifie encore les trois

conditions précédentes.

En déduire que Vn € N, A, (1 — X) = (—1)"A,(X).

n =
(c) pour tout entier n >
B

anl

4. Montrer par récurrence que Vn € N*, A, (X+1) — A, (X) = I
n—1)!

5. Soit n = 2p + 1 un entier impair supérieur ou égal a 3.
(a) Montrer que X(X —1)(2X — 1) divise Agp;1.
(b) En déduire que agpi1 = 0.
(c) Ecrire les polynomes Aj, Ag et Ar.
m
6. Pour n € N* et m € N*, on note S,,(m) = Zk" =1"4+2"4+---+m".
k=1
(a) Exprimer S,(m) au moyen de m, A,y1(m) et an41.

(b) Donner Iexpression générale (factorisée) de S, (m) pour n € [1,4].
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