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2. Tout d’abord, la suite (A,) vérifie bien ces propriétés :

(a) Ag=1;
(b) pour tout entier n > 1,
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(¢c) Soit n > 2.

Z ak + ap = Qn 3

k=0
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Or, par définition de la suite (a,,), on a Vn > 2, Z % =0, d’out A, (1) = a, = A,(0).
n —k)!

k=0

Supposons maintenant qu’'une suite (P;,) vérifie ces mémes conditions et montrons que ¥n € N,

P, =A,.

— D’apres la condition a., on a Py =1 et Ag = 1. On a bien Py = Ay.

— Supposons que P,, = A,, avec n > 0. En appliquant la propriété b. an+ 1 > 1, on a alors
Pl =P, =A,=A];onendéduit Ppy1 = Appq +k.
On en déduit alors P;HQ =P =Ap1+k= A’nJrl + k;et donc Ppio=Apyg + kX + L.
Pri2(0) = Apr1(0) + L et Pryo(1) = App1(1) +k+€=Ap11(0) + k+ € =Ppyo(0) + k.
Mais d’aprés ¢. (n+2 > 2), on a P,,42(0) = Py, 42(0), donc k = 0. On en déduit finalement
que Ppi1 = Apqq. Légalité se transmet du rang n au rang n + 1.
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On a donc prouvé par récurrence que Vn € N, P, = A, i.e. (A;) est bien I'unique suite de
polynoémes vérifiant ces trois propriétés.

3. Considérons (B, )nen définie par B, (X) = (—1)"A, (1 — X).
(2) Bo(X) = (=1)"A¢(1 - X) = 1;
(b) pour tout entier n > 1, B, (X) = (=1)" (—AL(1 — X)) = (=1)"'A/,_;(1 = X) = B,_1(X)
© St o2 {an) = (1" A= 0) = (1))
B,(1) = (-1)"A,(1-1) = (—-1)"A,,(0)
Mais A, (1) = A,,(0), donc finalement B,,(0) = B, (1)

D’aprés la question précédente, la suite (B,,) est égale a la suite (A,), i.e.
vneN, (-1)"A,(1-X)=A,(X),ouencore VneN, A,(1-X)=(-1)"A,(X).

Xn—l
4. Montrons par récurrence que Vn € N*, A, (X +1) — A, (X) = o
(n—
1 1 X°
Pourn=1, A1(X+1)— A (X) = ((X+ 1) — 5) — <X+ —5) =1= ﬁ;
Xn—l
— Supposons que A, (X +1) — A, (X) = =1 pour un certain n > 1.
n—
Xn— 1
Onadonc A, (X+1)— Al (X) = L et en intégrant :
XTL
A7L+1(X + 1) - A7L+1(X) = F +k.

7

Mais Aj,+1(1) — Apt1(0) done 0 = 0 +ket k=0 (puisque n > 1.)

(n)!
X'VL
On a encore A, 1 (X +1) — A1 (X) = — - La propriété est bien héréditaire.
n!
Xn—l
En conclusion, Vn € N*, A, (X+1)—A,(X) = CEk
n—1)!

5. Soit n = 2p + 1 un entier impair supérieur ou égal a 3.
(a) D’apres la question 3., on a A, (1 — X) = (=1)"A,(X) = —A,(X) puisque n est impair.
Par conséquent, A, (1) = 7A »(0). Mais d’autre part, si n < 2, on sait que A, (1) = A,(0),
d’ot finalement A, (1) = A,(0) = 0.

. 1 1 1
On a aussi A, (1 — 5) =-A, <5> et donc A, (5) =0.
En d’autres termes, 0,1 et 3 sont des racines (distinctes) de A,,.

1
A,, est donc divisible par X(X—1) (X — 5) , ou encore par le polynéme associé : X(X—1) (2X — 1).
Si n est impair et supérieur a 3, alors X(X — 1) (2X — 1) |A,,.

—
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=

Par définition de (A,), le terme constant de Agpy1 est agpi1, i.6.A2p41(0) = agpi1.

Or on a vu que 0 était une racine de Ag,y pour p > 1.

Done, Vp > 1, agp11 = 0.

(c) Gréace a toutes les informations on peut écrire les polynémes As, Ag et A7 sans trop de
calculs fastidieux :

— AL = Ay et le terme constant de Aj est a5 = 0.

Par conséquent Ar=iX—5—iX—AL—O-iX—J—L +0=X—5—X—4+X—3—1,
PP T 2405 12 4 24 3 720 120 48 72 720
— Af = Aj et le terme constant de Aj est ag.
1 X6 1x5 1xt 1 X2 X6 xboxt X2
STT06 185 724 7202 7720 210 288 1a0
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— A% = Ag et le terme constant de A7 est a7 = 0.

1 X7 1 X0 1 X5 1 x3+ < X7 X6+X5 X3+ <
- - - - ag [ R — ag
TT7207 240 6 288 5 1440 3 | O0 T 5040 1440 ' 1440 4320  °
La constante ag peut étre déterminée par le fait que A7(0) = A7(1).
Cela donne 0 = — L 1 L a5, Cest-andi
> 1111 = — — —— —_— = St-a-d1r = —_—.
e QOMME T = 5000 ~ 1440 T 1440 4320 46 OV = 30010
XF X4 X3 X
A5 = - -
120 48 ' 72 720
Ag = Xib — Xif) + X74 — X72 + L
67 720 240 T 288 1440 ' 30240
An— D CHEED CHED ¢ X
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6. Pour n € N* et m € N*, on note S,,(m) = Z Et=1"4+2" 4+ +m"
k=1
XTI,

(a) D’apres la question 4., pour n € N*; on a A,11(X+1) — A1 (X) = =
n!
On peut donc exprimer X" = n! [A,11(X +1) — Ap11(X)].
= Z k" = Z nl [ATH-l(k + 1) - An+1(k)] =n! [A7l+1(nL + 1) - Arz+1(0)]-

k=0 k=0
Ona A,4+1(0) = ap41, mais il reste & exprimer A, 1(m+1) en fonction de A, 11(m). D’aprés
n

De ce fait, S,,(m) = Z k"
k=1

la question 4. A, 11(m+1) — App1(m) = %, d’ot finalement :

n
Sn(m) =n! [% + An+1(7n) — Qp+1
et
Sp(m) =m" +n![App1(m) — any] -
(b) On obtient par conséquent :
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On retrouve :
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