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D’apres la remarque faite a la question 1, on a f k)(()) = klay, pour tout entier k € N.
Donc Vp € N, fGP(0) = (3p)!, fEPD(0)=-@Bp+1)! et fEPD(0)=0

11 -2 -3 0 4 9 1 -10
On définit Ia fonction f par £(z) 1 A=[2 1 —2|,A2=|-2 1 2|etA3=]|6 1 -6
n dennit la ronction ar r)= —"—F5.

b T+ +a2 31 —4 -7 0 8 17 1 —18

f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. Elle est donc de
classe C*° sur R, et en particulier en 0.

D’apreés le théoréme de Taylor-Young, f admet alors en 0 un (unique) développement limité &
tout ordre n donné par :

f(k)

z~>0 Z

L’énoncé pose pour tout n € N, f(z) =, 0 + a1+ agr? + -+ apa™ +o(z").
xT

o(a").

Par unicité de la partie réguliere d'un DL, on peut déja en déduire que :

F9(0)
K

Vk eN, ap =

1
flz)= 1+ (z + 22) 20 1

Iiol—(x-&-zz)—i-xz—i-o(zz) I:OI—I-&-O(,TZ)-

~ (@ +2%) + (@ +2%)2+ 0 (2?)

On adoncag=1,a; =—1et ay =0.

Soit n € N.
1 n+2

Ona 5 o I;)akxk +o (x”“) donc 1 i (1+ 2+ 22 {Z apa® +o (z"‘”)} .

On a ainsi écrit le DL & I'ordre n + 1 de la fonction constante égale a 1. Tous les termes en z*
avec k > 1 sont donc nuls.

Or, le terme en "2 est (a, + any1 + anyo)z" 2
On peut donc conclure que a,, + apt1 + apt2 = 0.
Montrons que la suite (a,)nen est 3-périodique.

Soit n € N. On a :

Ap+3 = —Qp42 — Qpt1 CAT Apil + Apy2 + apg3 =0
= ap Car Gy + apy1 + apt2 =0

Par conséquent, la suite (an)nen est 3-périodique.

APPLICATIONS :
Onaag=a3=ap=1a4=0a,=—-1etas=as =0.
Donc

flz) = 17x+x37$4+ac6+0<z6).

z—0
— A fortiori, f(z) = 1—z+4o0(z).
=0
On en déduit que la courbe de f admet pour tangente la droite d’équation y =1 —
au point d’abscisse 0.
Comme f(z)—(1—x) = 4o (13) . on peut en déduire que la courbe est (localement)
T
au-dessus de sa tangente pour x > 0 et en dessous pour x < 0.
Le point A(0,1) est donc un point d’inflexion de la courbe de f.
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Done, A3 +2A% — A —2I3 = 03.

On a donc A %(A2+2A713)] = B(A2+2A713) A=Ts

—2 2 0 -1 1 0

1
Par conséquent, A est inversible et A™! = 3 2 2 —2f=1 1 -1
-1 2 -1 -1 -1

On pose P = X3 + 2X2 — X — 2. 1 est une racine évidente de P.

Par division euclidienne, on a donc P = (X — 1)(X? + 3X 4 2) puis P = (X — 1)(X + 1)(X + 2).

Les trois racines de P sont donc : —2, —1 et 1.

La division euclidienne de X" par P s’écrit X" = PQ + R avec degR < degP, i.e. degR < 2

On peut poser R = 4, X% + b, X + cy.
Dot X" = (X — 1)(X + 1)(X +2)Q + (¢, X2 + b, X + ¢p).

1" =a, + by, + ¢, an=%—%(—1)"+%(_2)”
On a donc ¢ (—1)" =a, — by, + ¢, ie. by,:%fé(fl "
(=2)" = 4ay, — 2b, + ¢y, Cp = % +(-1)" — %(72)71
1 1 1 1 1 1 1
5 N — |- Z(=1)" Z(_o\n 2 (-1 X = 1)~ (o) .
Do k=g - 30"+ 52| x4 [ - 30| x4 [+ (-0 - g2y

Ona A" = P(A)Q(A) + R(A) = R(A)

no__ 1 1 n 1 n 2 1 1 n 1 n 1 n
VneN, A _{6 S(-1" + 5( 2)]A +[2 o 1)]A+{3+( " - 5 2)]15.
2;571 da 2 .
1+x2 1+12 m——lnﬂ—kz\—O—arctanx—‘rCouCe]R‘
2z —1
Comme Vx € R, 1+ 2% # 0, E est normalisable : (E) <= ' + 14»9623/:0

Les solutions de E sur R sont les fonctions

f 2x—1
yio e BF Y \em et pactans oy ) ¢ R,

T n rctan
earctan e ctan =

eln(1+z2) =A 1422

arctan x
Donc,S:{z»—))\e 2 ,,\eR}.
1+

Soit f € S.

arctan 0
fO) =1 = ,\€1+02 =1 = A=1

Parctan x

Dou f: 1»—>1+7I2
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Comme composée et quotient de fonctions de classe C* dont le dénominateur ne s’annule
pas, la fonction f est de classe C™
arctan

o o » 0)/..\ ,,76 _ Po(x) rctan(z
— Pour n = 0, on peut écrire Vz € R, fO(z) = f(z) = 1522 ~ (1220 goretan(x)

en posant Py =1 € R[X].

P,(x arcts
— Supposons que pour un entier n € N fixé, on ait Vz € R, f(")(x) = n(@) grretan(z)

(1 +a2)nHl
Alors, Vz € R,
P (z) —(n+1)(22) et P(z) 1 et
(n+1) _ drctdn(z arctan(z) n arctan(z)
[ ) = (14 a2)n+1 © +Pa(2) 1+ a2tz © + Qta2)+1ya2€
P, ( ) (77, + 1)(2LE) Pn(ﬂf) larctan(z)

_ n .
@+ e2)ntt 7P"(’“)(1+$2)n+2 1+ 22)n+2

_ (1 42)P (@) = (n+ D(22)Py(2) + Pn(®) arctana)
(1 + a2)nt! ’

En posant P41 = (1 + X3P, + [1 - (2n +2)X] P, € R[X].

_ Prt (I) Parctan(z)
(1 + 22)ntl
La propriété est encore vraie au rang n + 1.
La propriété étant vraie pour n = 0 et héréditaire, on a donc montré que :
P, (z)
(1 + 22)ntl

arctan(z)

vneN,3P, e R[X],Vz e R, fW(z)=

Simple conséquence du raisonnement précédent en précisant que Po =1 :
VneN, Pug=[1—2n+2)X]|P, + (1+X3)P,.
En utilisant ces données, on a :

P()zl

P;=1-2X

Py =6X2—6X—1

P3 = —24X3 +36X%2 + 12X — 7

Montrons par récurrence que le monoéme dominant de P,, est a, X" avec o, = (—1)"(n+1)L

— La formule est vérifiée pour n = 0.
— Supposons que pour un entier n fixé (n € N) on ait P,, = a, X"+ - - avec a,, = (—1)"(n+1).
Alors :
Poi1 = (1 — (20 4+ 2)X)P, + (1 + X?)P),
=1 -2n+2)X) (@ X"+ )+ (1 + X)) (na, X" 1 +...)
= —(2n+2)a, X" 4 ... £ na, X" 4
= —(n+2)a, X" +...

Comme —(n + 2)ay, # 0, le polynéme P, 41 est de degré n + 1 et son coefficient
dominant est :
—(n4+2)ay = —(n+2)(=1)"(n4+1)! = (=1)""(n+2)! : la propriété est encore vérifiée
au rang n + 1.

Lycée Jules Garnier 5

Devoir surveillé n°5 - Correction

Polynémes — Matrices

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors la fonction fg est également n fois
dérivable, et la formule de Leibniz s’écrit :

(Fo) =3 <Z>f(’“)g<”’k>.
k=0

Soit n € N.

Remarquons que f est solution de E, donc Vo € R, (1 + 22)f'(z) + (2z — 1) f(z) = 0.

On en déduit que Vo € R, (1 +22)f'(z) = (1 — 2z) f(x).

— Les fonctions z — 14 z2 et f’ étant de classe C°, leur produit est dérivable au moins
n fois et, d’apres la formule de Leibniz :

L[ atyr@] =3 (k> & [asa] o9

k=0

= (1 + 22) f D (@) + n(22) F™) (z)

(

e Yo fn-1) ()

Pp(x)
-1 2 77«+1( ) arctan(z) 9 n arctan(z)
( +x )( )n+2 € + Tll'(l + 2)n+1 €
1 P 1(93) drctan(z)
ol = Dy ©
PTHrl(‘T) + anPn(x) + 7L(YL - 1)(1 +x )P”*l(“’v) earchau(r)
(1 + 22yt

— Les fonctions z — 1 — 2z et f étant de classe C*, leur produit est dérivable n fois, et
d’apres la formule de Leibniz :

S (0207 = 3 (1) 0.~ 200 7
= (1= 20)7) (@) + n(-2)1" D (z)
P"(z.) arctan(xz Pnfl(x) arctan(z
= (= 20 gy € - 2
(1 —22)P,,(x) — 2n(1 + 2%)P,,_1(2)

Earctan(m)

(1 + x2)71+1
Les fonctions z — (1 + 22)f'(z) et &+~ (1 — 2z) f(x) étant égales, leurs dérivées n-itmes
sont égales.
D’ou Vz € R,

Pry1(@) +2naPy(2) + nln = (A +2*)Pu1(2) arctan(@) _ (1= 22)Pn() = 20(1 + 2°)Pn1(2) ascran(e)
(1 + a2)ntt (1 + a2)ntt

arctan(z)

On peut simplifier par qui n’est jamais nul :

1
Ve €R, Puyi(x)+2naP,(z)+n(n—1)(1+2%) P,y 1 (z) = (1-22)P, () —2n(1+2%)P,_1(2).
Donc,
VzeR, Pupi(z)=[1—2n+2)z]Pu(z) —n(n+ 1)1+ z2)P,_1(z).
Comme les fonctions polynomiales coincident pour une infinité de valeurs, les polynémes sont

égaux :
Pui1=[1—(2n+2)X]P, —n(n+1)(1 +X)P,_;.
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Or, on a vu en [7].(2) que Ppiq = [1 — (2n +2)X] P, + (1 + X?)P,,.
En soustrayant les deux égalités, on obtient :

1+ X*)P, +n(n+1)(1+X*)Pyq =0
(1+X?) [P}, +n(n+1)Ppy] =0.

R[X] étant intégre, on en déduit finalement que :
Vn>1 P, +n(n+1)P,_; =0.

Soit n > 1. Supposons que P,, et P,,11 aient une racine réelle commune a.
Comme P,y 1 = [1 — (2n + 2)X] P, — n(n + 1)(1 + X?*)P,,_1, en évaluant cette expression
en «, on obtient :
0=0-n(mn+1)(1+a?)P,_ ().
Or ,n > 1 donc —n(n + 1)(1 4+ a?) # 0 et par conséquent, P,,_1(a) = 0. a est encore une
racine de P,_;.
En réitérant le raisonnement, o est également racine de P,,_o,--- , P2, P; et enfin de Py.
C’est absurde car Pp = 1 n’a pas de racine!
On en déduit que P,, et P, n’ont aucune racine réelle commune.
Soit n > 1 et supposons que P,, admette une racine réelle multiple a.
On a alors P, (a) = P,(a) = 0.
Or, P, = —n(n+ 1)P,_1
En évaluant cette expression en «, on obtient
0=—-n(n+1)Pr_1(a).
Puisque —n(n + 1) # 0, « est racine de P,_;. C’est absurde car on a prouvé que c’était
impossible.
Pour tout entier n > 1, les racines réelles de P,, sont donc simples.
Soit n > 2. Supposons qu’on ait deux racines réelles r1 et ro de P,,. On suppose r1 < ro.
Comme :
— Py, est continue sur [ry,7r2];
— P, est dérivable sur Jry,7o[;
— Pu(r1) =Pu(r2)
en utilisant le théoréme de Rolle, on peut en déduire que P}, posséde au moins une racine
¢ dans |rq, 2]
En tenant compte de P}, = —n(n+1)P,_1, c est encore racine de P,,_1 (puisque —n(n-+1) # 0).
Donc, P,,—1 posséde au moins une racine (réelle) dans 'intervalle |ry, ra|.

Soit n > 2. Supposons que P,, a toutes ses racines réelles.

D’apres la question | ©1.(1), on sait que ces racines sont simples.
D’apres la question | - .(2) deg(P;,) = n donc P, admet n racines distinctes : r; < rg < -+ < 7y
On a vu en | 7 |.(1). que P,,_; possédait au moins une racine réelle ¢; sur chaque |r;, rit1[.

On obtient donc n — 1 racines réelles distinctes pour P,,_1 qui est de degré n — 1 et qui ne
peut donc en compter davantage.
On peut alors conclure que :

Si P, a toutes ses racines réelles, alors il en est de méme pour P,,_1.
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