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7 V(m,y,z), ($,,y,72,) € R37V)‘7)‘/ €R

g M(z,y,2) + N (@', v, 7)) = a((Dz + N2/, Ay + N/, Az + V'2))
=Mz + N + Ay + Ny — Az = N2 Ay + Ny dy + Ny
=XNe+y—zyy) +N@ +y =2y y)
= Aq((z,y,2)) + Nq((@',y/, 7))

Donc ¢ € L(R?).

— V(x,y,2) €R?, qlq((z,9,2) = a((z+y—29,v)) = (3+y—2,,9) = ¢((z,9,2))
(x,y,2) EF &= y==z Donc go g =gq.

Soit (z,y,2) € R3.

= (2,9,2) = (2,9,y) On en déduit que ¢ est un projecteur de R,
z,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,1)

= (
= (@9.2) €vet ({(1,0,0, (0.1, 1)) Y(z,y,2) €R3,  (2,9,2) Ekerq <= q((z,y,2)) = Ops

Donc F = vect ({(1,0,0), (0,1,1)}) est un sous-espace vectoriel de R?. — (z+y—2zuy,y) =(0,00)
r—y=0 rhy=z=0
(z,y,2) € G — y=0
z—2y=0
r=2z
=1y — { -0

(2,9.2) = (2,0,2)

- )
,y,z) = (y7y¢2y) (;L"y7z) c R(1,07 1)

(x
(z,y,2) = y(1,1,2)
(@, y,2) € vect ({(1,1,2)})

ret 1

ker g = R(1,0,1)
Donc G = vect ({(1,1,2)}) est un sous-espace vectoriel de R®.

— Soit (z,y,2) € R%. Soit (z,y, z) € GNker g. On a donc {T :g et {r :g et finalement (z,y, z) = (0,0,0).
y= z=2zy
y=z z=0 D’ot Gnker g C {(0,0,0)}. L’autre inclusion étant immédiate, on a GNker ¢ = {(0,0,0)}.
(x,y,2) eFNG <= {z—y=0 = (y= = (z,9,2) = (0,0,0). Donc ker g et G sont en somme directe.
z—2y=0 z=0
Donc F et G sont en somme directe. V(z,y,2) €R®, (z,9,2) € Im ¢ <= 3(w0,0,20) € R?, q((x0, 40, 20)) = (2,y,2)
— Soit (a,b,c) € R®. < (0,50, 20) € R?, (x0 + Yo — 20,¥0,%0) = (2,9, 2)
ANALYSE : Supposons que (a,b,c) € F @ G. To+ Yo — 20 =2
z+A=a z=atb-c = 3(z0,90,20) ER* {yo =y
On peut écrire (a,b,¢) = (z,y,y)+(A\, A, 2A). Onasy + A =b donc{y=2b—c . Yo =z
y+2\=c A=-b+c — y=2z
SYNTHESE : On a
— (z,y,2) €F
(a,b,c) =(a+b—1¢,2b—¢,2b —c) + (¢ — b,c — b, 2¢c — 2b)

— (a+b—c¢,2b—¢,2b—c) € F

— (¢c—=b,c—b,2c—2b) € C. mg=F

On en déduit que (a,b,c) € F @ G. — pogq et g ont le méme ensemble de départ R3;

On a donc démontré que R* C F ¢ G. — poget g ont le méme ensemble d’arrivée R?;

L’autre inclusion étant immédiate, on en déduit que F & G = R®. — Soit u € R®. g(u) € Im ¢ d’ott ¢(u) € F.
Soit u = (z,y,2) € R, Comme p est un projecteur sur F, on a p(q(u)) = q(u).
D’aprés la décomposition ci-dessus, p(u) = (x +y — 2,2y — 2,2y — 2). Dot pog=q.
Soit ¢ Papplication de R? définie par g : (z,,2) — (z +y — 2,9, ¥). De méme,
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— gop et pont le méme ensemble de départ R3;
— gop et pont le méme ensemble d’arrivée R?;
— Soit u € R%. On a p(u) € Im p = F.
Comme ¢ est un projecteur sur F, on a q(p(u)) = p(u).
Dot gop =p.
r est bien linéaire (comme somme de deux applications linéaires).
Mais

ror=({p+q)o(p+aq)
=po(p+q)+qolp+a)
=pop+pog+qop+qoqcarp,qe L(R?)
=p+q+p+qcar p,q sont des projecteurs
=2r

On a par exemple 7((1,0,0)) = (2,0,0) et ror((1,0,0)) =r((2,0,0)) = (4,0,0) # r((1,0,0)).

Donc 7 or # r donc r n’est pas un projecteur.
N.B. Parfois, 2r = 7, et ce n’est pas donc parce que r or = 2r que r or # r... D’on
la nécessité du contre-exemple.

Par récurrence immédiate, Vn > 2, " =2""lr,
Montrons que Im (r — 2I) C kerr.
Soit w € Im (r — 2I). On peut donc écrire u = (r — 2I)(up) = r(up) — 2up.

Donc r(u) = r(r(ug) — 2ug) = r2(up) — 2r(ug) = 2r(ug) — 2r(ug) = Ogs car r est
linéaire.

Montrons que Im (r) C ker(r — 21).

Soit u € Im (r). On peut donc écrire u = r(ug).

Done (r—21)(u) = r(u)—2u = r(r(ug))—2r(u) = r2(ug)—2r(uo) = 2r(ug)—2r(up) = Ogs.

I= %r— %(T‘—QD‘

Soit u € kerr Nker(r — 2I). On a r(u) = Ogs , Le. r()
(r —2I)(u) = Os

On en déduit que u = Ops.

D’ott ker r Nker(r — 2I) C {Ogs }.

L’autre inclusion étant immédiate, ker rNker(r—2I) = {Ogs} : kerr et ker(r—2I)
sont en somme directe.

— On a ker7 @ ker(r — 2I) C R®.
1 1 1 1
Soit u € R®. On peut écrire u = [(u) = ir(u)fi(rfﬂ)(u) =r (iu)Jr(erI) (751;)
r (1u> € Im r C ker(r — 2I)
Or 2

1
(r—21) (—au) €Im (r—2I) C kerr
Donc u € kerr & ker(r — 2I).
On en déduit que R? = kerr @ ker(r — 21).
Soit u = (z,y, 2) € R%.

1 1
La décomposition de u sur ker r @ ker(r — 2I) est u = (r — 2I) <75u> +r (§u>.
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Par définition de h, on a

h(u) = (r — 201) (*%u)

=~ (p(w) + q(w) — 2u)

2
1
=—5(@+y—22y—22—2)+@+y-2yy) - (22,2y,22))
(. y—z 3273y)
(g
-2 32-3
M. 2) = (-y+ 255 B,

D’aprés le cours, VA, B € E,VA € K, ¢(AM+B) = {(AA+B) = A A+ 'B = ¢(A)+¢(B).

Donc ¢ € L(E).

Toujours d’apres le cours VA € E, ¢op(A) = ‘(*A) = A =Idg(A). Donc ¢ o ¢ = Idp.
M € ker (p —Idg) <= (¢ —1Idg) (M) =0, <= ¢(M)-M =0, <= M=M <= M
est symétrique.

— Meker (¢ +1dg) <= (¢+1dg) (M) =0, <= s(M)+M =0, <= ‘M=-M < M

est antisymétrique.

ker (¢ — Idg) = Sp(K) et ker (¢ + Idg) = A, (K).

Comme ¢ € L(E) et ¢ o ¢ = Idg, on peut en déduire que ¢ est une symétrie.

¢ est une symétrie par rapport a S, (K) parallelement a A,,(K).

1 1

NB : La décomposition de M sur S, (K) ® A, (K) est M = §(M + ™M) + i(M — M)

1 1
On a bien 'M = §(M + M) - i(M — ™), écriture sur laquelle on reconnait bien
Pexpression d’une symétrie.
De maniére générale (dans M, ,(K)), la transposition n’est pas un endomorphisme,
puisque la transposée d’une matrice de M, ,(K) est une matrice de M,, ,(K). Ce n’est
donc pas une symétrie.
Toutefois, dans le cas particulier ot p = n (pour des matrices carrées) on vient de voir
que la transposition était une symétrie.
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