Intégration PTSI - Correction

nt
1. (a) La fonction f : ¢ — T2 est continue par morceaux (et méme continue) sur |0, 00|,

donc son intégrale sur [z, 1] (lorsque x < 1) et sur [1,z] (lorsque = > 1) est correcte-
ment définie, puisque le segment est inclus dans ]0, 4o00].

(b) Le signe de la fonction f est celui de In.
On a donc :

f(x) - 0 +

— si ¢ > 1, on intégre une fonction positive sur [1,z] donc par positivité de I'inté-
grale, F( ) = 0.

— si & < 1, f est négative sur [z, 1] donc / f est négative. Donc F(z / f est
positive : F(z) > 0.

Donc,
Vx>0, F(z) > 0.

(¢) D’apres le théoréme fondamental, la fonction f étant continue |0, +oo[, F est la
primitive de f sur ]0, +oo[ s’annulant en 1.
Par conséquent, F est dérivable, et sa dérivée f étant continue, on peut conclure que
F est de classe C!.
De plus, comme f est de classe C* sur |0, 400 (comme quotient de fonctions de classe
C* dont le dénominateur ne s’annule pas), sa primitive F est elle-méme de classe C*™
sur ]0, +ool.

Donc,
Inz

1 : Int
2. Soit z > 0. onaF<—)—/””— dt.
T 1 1+1¢2

1 1
Effectuons le changement de variable u = 7 la fonction t +— n étant de classe C! entre 1

t —.Ona du= —g
T t2
1 : 1 |
Ainsi, F(—) :/ Lt2 _/ t _2 / 2nu du = F(z).
T 1 14+t T + 1 t 1o+ 1
Donc,
1
Ve >0, F (-) =F(z).
x
t
3. (a) On note ¢ la fonction définie sur ]0, +oo[ par ¢(x) = arctanx
x
t
Ona o(z) = 22T T _q,
T z—0 T

D’ou linb ¢(x) = 1. Cette limite étant finie, la fonction ¢ est bien prolongeable par
T—>

continuité en 0, et on peut poser QNS(O) =1.
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4.

(b)

()

(a)

Soit z > 0.

Les fonctions In et arctan étant de classe C' sur [1,2] (ou [z,1] si < 1), on peut
* Int z r

intégrer par parties : F(z) = /1 s dt = {ln(t) arctan t} T /1 - arctant dt

Donc,
Vr >0, F(z)= (arctanz)lnz —/ o(t)dt.
1

i. On a (arctanz)Inz ~ xlnz —— 0 (croissances comparées).
z—0 z—0
Donc lim (arctan z) In x = 0.
z—0

La fonction x — (arctan z) In z est prolongeable par continuité en 0;
X

x ~ ~
ii. Vo > 0,/ o(t)dt = / ¢(t)dt, puisque ¢ et ¢ coincident sur I'intervalle d’inté-
1 1
gration (z # 0).
T ~
¢ étant continue sur [0, +oo], la fonction = / ¢(t) dt est une primitive de ¢

1
sur [0, +oo[ (théoréme fondamental). Elle est donc continue sur [0, +ool.
€T

z ~
La fonction x +— / ¢(t) dt coincidant avec = — / ¢(t) dt sur ]0, +o0], elles ont
1 1

la méme limite en 0.

T 0 _
Dot lim [ () dt = / 3(t) dt.
z—0 /1 1
0 _
D’aprés la relation précédente, on peut en déduire que lin}) F(z) =0+ / o(t)dt.

0.
F est prolongeable par continuité en 0 et on note F(0) = / o(t) dt.
1

1
lim — =0 1
Par composition des limites, ¢ *7>+o donc lim F (—) = F(0).
lim F(z) = F(0) rotee AT
z—0
1
Or, F(z) =F( —|.
r, Fle) = F (3
Donc, xll)r_l{looF(a:) = F(0).
(d) — F (= son prolongement) est continue en 0;
— F est dérivable sur |0, +oo[;
|
— Vz >0, Fl(x)= ne —00.

—
14+ 22 z—0
D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, on peut en déduire que F n’est pas
dérivable en 0.

Cependant, I' admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.

Soient k € Net x > 0.

Ik(:v):/l thInt dt

th+1 z x ph+1 1
= Int| — x — dt
Fr1 e

k+11 1 T
:x n:):_ /tk’ dt
k+1 kE+1/1
2kt in o 1 zktl—1

k+1  k+1 k+1
Donc,
2t ling 1 — k!

Yk eN Ve >0, Ii(r) = = T2

[
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(b) Soient n € N et 2 > 0.

n
D’aprés une formule trés célebre, (1 — (—z?2)) Z(—xQ)k =1— (—z?)",
k=0

n
1
n divisant par 1 4 2= # ];:0( ) 1+ 22 1+ 22

(_1)n+1x2n+2

Et finalement,

1 . k. 2k nt1 &
5= (=DFa* 4+ (-1)
1+=x o

(¢) On peut 'appliquer en ¢ et multiplier par Int¢ :

Int

_— £2n+2 1 ¢
1+12

— k 42k
=> (-D***Int + (-1 e

k=0

On integre entre 1 et x et on utilise la linéarité de l'intégrale :

¢ Int " x T 2n+2 0 ¢
dt = —1’“/ 2k Int dt —1"*1/ -t
/0 1+1¢2 kZ:O( ) 1 . +(=1 o 1+1t2
On reconnalt :
n z $2nt2 ¢
Pla) = 3 (-1 o) + (-1 [ g

D’on,

F(z) = Y (1) T(x)

2
— 1+t

142

‘ n

S Y
:‘(—1)%1/ A
0

T t2n+2 Int
[y
1
i. Six > 1, d’apres l'inégalité de la moyenne :

T t2n+2 Int 1
Lt < oswp (|——
/1 1+ 2 e[l (‘ 1+ 2

X X
) / t2F2|Int| dt < / 22 Int dt = Ipy,o.
1 1

ii. Si0 <z <1,il faut travailler sur l'intervalle [z, 1] :

1 t2n+2 Int 1
—— dt| < su
/m 1+t te[xl,)l] <’1+t2

1 x
> / £ 2| Int| dt < / 2" 2 Int dt = Igpo.
x 1

le logarithme était négatif, mais les bornes étaient a ’envers, et on retombe bien
sur 12n+2-

Dans tous les cas, le sup sur l'intervalle a été majoré par le sup sur R qui vaut 1.

Vn € N,Vz > 0, ‘F(a:) = (=1)Map()
k=0

< longa(x).

(d) O VneN znj (1

n pose Vn Uy = —_.
On ne peut pas remplacer z par 0 dans 'inégalité précédente, car elle n’est valable
que pour x > 0. Mais on peut faire tendre x vers 0, apres avoir constaté que tous les

termes avaient une limite, et utiliser le passage a la limite, et on obtient :

1

FO) ~ unl < g
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1
(e) w, sera une valeur approchée a 10~2 prés de F(0) dés que @3 < 1072 (condition
n
suffisante).

1 -2 2 2
— < > > >
Or, R 107* <= (2n+3)* > 10 carﬁl}O n+3>210 <= n>

On en déduit que uy est une valeur approchée & 1072 pres de F(0).

111,
F(O)_U4—1—§+%—E, 107~ pres.

N~
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