Matrices et Intégration Devoir surveillé n°7 - Correction Devoir surveillé n°7 - Correction Matrices et Intégration

8. D’apres la question précédente, nEToo %7"5‘% =1 i.e. , d’apres (6),

nW2 ~ (n+ )W, W, =Z.

™ n—sdoo

. o Jz articuli . —o.
Partie A Intégrales de Wallis Finalement, W n—+oo V 21 et, en particulier, n— hToo W =0
9. D’apreés la question (5), pour tout p > 0, on a :

1. Onpose v = 5 —wud.e. dv=—duetona:
0 5 W 2= IW = D@y,
W, = — /7r cos" (§ —u)du = /2 sin"(z) dz. » e 1)(221) 32) 2"3(2"172) .
5 0 X...X5X3xX
2 p?p(?p pz Tx-xexaxs X Wo
5 5 z - (@2p)! S x T
2. Wy :/0 de =7 et Wy :/ cos(z)dz = [sin(2)]¢ = 1. (2p2p-2)x..x6xax2)” 2
0
3. Soit n € N, on a : :(2(,2.11.))'2><— %X%
s
Wy — W, = % cos™ (%) (cos(z) — 1) dz < 0. De méme pour les termes d’indices impairs :
F0 s <0 (20)(2p=2) -
[0:3] Wapi1 = 587 Wap-1 = 5010351y Waps = -
_ 2p(2p—2)X..x6x4x2 W
La suite (W, )nen est donc décroissante. - (2p+1)(2p—1)><...><5><3 x Wi
De plus, Vz € [0; 5], 0 < cos™(z). Par positivité de I'intégrale, Vn € N, 0 < W,,. (2p(2p72)><...><6><4><2)2 (27 p!)?
La suite (W, )nen, décroissante et minorée, est donc convergente vers une limite - (2p+1)! - @ptD)!
positive ou nulle. _ 2P
p+1)!
4. Soit n € N. D’apres la question précédente, W, > 0. Comme la fonction 2 — cos” ()
est continue et positive sur [0; 5], si I'intégrale était nulle, la fonction & — cos™ (z)
serait nécessairement nulle sur [0; %} ce qui n’est pas car elle vaut 1 en 0.
Donc, Vn € N, W,, # 0. Mieux, on a méme W,, > 0. Partie A
5. Les fonctions o +— cos" () et @ — sin(z) sont de classe C' sur [0; Z] donc on 1. Soit P € Ry[X]. On a deg(P) < 2.
peut intégrer par parties W,, et on a : Par conséquent degP ( ) degP x deg% =degP < 2.
s Nus B X+1
Whio = /2 cos" 2 (z) da = / ? cos(x) cos™(z) dw De méme, degP( o ) <2
0 0 o Donc, deg 2 [P (%) +P(¥)] = deg [P( ) +P(X“>]
= |sin(z (J)} 7y (n+1) / : (1 — cos?(x)) cos™ () dz X41
0 o < max {ngP (5) ,deg P (T*)] < 2.
=+ 1D)W, — (n+1)Wyyo On a prouvé que Ry[X] est stable par f d.c. f est correctement définie.
(n+2)Wpio = (n+ 1)W,,. Soient P, Q € Ro[X] et A € R.
6. D’apres la question précédente, pour tout n € N, (n 4+ 2)W,, 12 = (n + 1)W,,, d’'out :
’ ’ " " FOP+Q) =1 [P+ Q) (3) + (P +Q) (X))
(n+ 2)WniaWni1 — (0 + DWys1 Wy = (2 + W Wygt — (n+ 1)W1 Wa = 0. ) « « el -
o 4o (3)va(5) e () 1)
La suite ((n+1)W, 1 W, en ©st donc constante, égale, par exemple a son premier N X X4l 1 x X4l
terme Wi Wy = § d’aprés la question (2) i.e. T2 [P (j) +P (T)] ta [Q (5) +Q (T)]
=A(P)+f(Q)

vneN, (n+1)Wy 1 W, = 3.
Donc f est bien linéaire.

7. Comme la suite (W, )nen est décroissante d’apres (3), pour tout n € N, W10 < Wy < W,
2. Rapidement, f(1) =1, f(X) = i + %X et f(X?) = % + %X + in

Comme W, est strictement positif d’apres (4), on peut diviser les membres de cette

inéquation par W,, et d’obtenir : Donc,
ntl _ Wogs - Wapt 1 11
w2 = W S w, S L 4 8
s N PR . ~ / — 11
Comme Iirf % = 1, d’apres le théoreme d’encadrement il en est de méme du Matg(f) =0 35 3
n—-+oo
quotient V\\/,C:‘ ie. Wy, ~ Wy 00 i

n—+00
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3. La matrice de f est triangulaire supérieure et les éléments de sa diagonale sont non 5. On vient de diagonaliser la matrice A : A = QMQ ™%
nuls. Ainsi, ¥n € N*, on a A" = QM"Q™! (aprés simplification de tous les Q~1Q = T3).
Par conséquent, elle est inversible. f est alors bijective, injective et surjective. 1.0 0
4. ¢ est une forme linéaire. Donc Im ¢ C R et dimIm ¢ < dimR = 1. 1
Soit dimIm ¢ = 0, ce qui signifie que Im ¢ = {0}, et donc ¥P € Ry[X], ¢(P) = 0. Ce Or, M étant diagonale, on accéde trés facilement a M = | 0 2= 0
n’est clairement pas le cas en prenant P = 1. 0 0 4%
D’ot, dimIm ¢ = 1. (on vient de redémontrer qu’une forme linéaire est soit nulle,
soit surjective). 11 1 1 0 0 1 % %
D’apres le théoréme du rang, dim ker ¢+ dim Im ¢ = dim Ry[X], donc dim ker ¢ = 2.
Soitpmaintenant PeRy [X]‘.gPosonS P¢: a+bX —&fchQ. o ’ I reste & caleuler A = QM"Q ™' = [0 —2 —6| [0 7 0 0 -3 —3
P _ _ 00 6/%0 0 &)lo o 1
cekerp < ¢(P)=0 < P(1)=0 6

< a+b+c=0

13— 35— tor
= a=-b—c < P=—-b—c+bX+cX>?
_ 1 1 1
= P=bX—1)+¢X2-1) =0 = roi
— Pevet(X-1,X2-1) 0 0 L
La famille (X —1,X? — 1) est donc génératrice de ker ¢. Ayant deux éléments dans 6. Soient (a,b,c) € R3, et P =a+bX + ¢X2. Pour n € N, on a :
un espace de dimension 2, elle en forme une base.
5. — On a vu que dimIm ¢ = 1. a+(%—#)b+(%—#+ﬁ)c
Or, Im ¢ C R, donc Im ¢ = R : ¢ est surjective. a ’
— D’autre part, dim ker ¢ =2 > 0 : ¢ n’est pas injective. Mats(f"(P)) = Mats(f")Matg(P) = A" [ b [ = QLﬂ + (%ﬂ _ zln) ¢
Partie B c .
1. B’ est échelonnée en degrés, donc elle est libre. De plus, elle compte 3 vecteurs en an
dimension 3 :
3o 1 1 1 1 1 b 1 1 -1 %2
B’ est une base de Ry[X]. Dlou, f"(P) = [a+ (E - W) b+ (? — gt T W) C}*’{W + (47 - 27) c} Xt [4] X%
2. On écrit la nouvelle base dans I’ancienne : 7. On en déduit que
R (") = [at (3 - o) b+ (3 - ot 4 5m) o] + [+ (& - ) ] + []-
Q=Matg(B)=[0 -2 -6
b ¢
0 0 6 Et en faisant tendre n vers 400, lim ¢(f"(P))o(f"(P)) =a+ - + <
n—r+00 2 3
3. Q est une matrice de changement de base. Elle est donc inversible. e 2 #3711 b ¢
A T'aide l'algorithme de Gauss-Jordan, il est relativement facile d’inverser une ma- Or, on a aussi /0 P(t)dt = |at + b§ + g T + 2 + 3
trice triangulaire : 0 1
11 1 Finalement, on a bien VP € Ry[X], lim ¢(f"(P)) = / P(¢) dt.
2 3 n—+00 Jo

Q't=|0 - -1|=Matg(B).

1%? 1%%111
M=Q'AQ=|0 -3 -if]o L Lffo -2 -6
00%001006
100
—]0o %+ o0
00 1
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