Arithmétique PTSI - Correction

On note Q(¢) 'ensemble {a +bi, (a,b) € QQ}.

On se propose d’établir le théoréme suivant :
Il n’existe aucun complexe z € C* tel que z et e® soient simultanément dans Q(¢).
Ce théoréme est suffisant pour démontrer lirrationalité de ,In2,1n3,e,e?,e3,. ...
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(b) On intégre I,,42(z) par parties, ¢t — N et t — 67 étant de classe C' sur

[~1,1].
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On réintegre par parties :
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m+1! 2z |_, Ja (n+1)!

9 t(l _ t2>n+1 etz t=1 1 (1 _ t?)n+1 _ 2(7l + 1)f2(1 _ tZ)n etz
L2 =2\ | = 5 —/ -

A nouveau, le crochet est nul (puisque n +1 > 1) :

2 1 1_t2n+1 4 1t21_t2n
Qe” dt + —2/ (7‘)6” dt
Z —1 n:

I”+2(Z):7; 1 (n+1)!

Dans la deuxiéme intégrale, on écrit t2 = 1 — (1 —t2) :

AL ey L (T D

J-1 n! !

1 n
1(1— t2 n 1(1— t2 n+1
:/ !etzdtf/ Qe”dt
1 n! 1 n!

=1,(2) — (0 + Dl (2)
Finalement,

Losa(2) = = lon (2) + 53 () = (04 Dl (2]

in +6 4
= 7717”1(,2) + ;In(z).

eAn(2) — e FA,(—2)

(¢) Montrons par récurrence double Vn € N, 3A,, € Z[X],Vz € C*,1,,(z) = Sl
z n

e —e”
Initialisation — Pour n =0, on a vu que : Vz € C*,Ij(z) =

e*Ap(z) — e’ZAo(fz)v

En posant Ag =1 € Z[X], on a bien Vz € C*,Iy(2) = 07T
z

Pour n =1, on a vu que :

2(e* +e7%) 2(e*F—eF) (22—2)e* — (=22 —2)e*
- 22 - 23 - 23 :

Vz e C*, Il(z)

e*Ay(z) — e *A(—2)
S2X1+1

En posant Ay = 2X—2 € Z[X], on abien Vz € C*,1;(z) =

Hérédité Considérons un entier n € N et supposons que la propriété soit vraie aux rangs
netn+ 1.
11 existe donc deux polynémes A, A, 11 € Z[X] tels que :

A, (z) — e #A,(—2)

In(z) = 3
* z2n+1
Wecvl _ EFAnia(2) — e FAnga(-2)
nt1(2) = S2(nt )1

Alors d’aprés la question précédente, Vz € C*,
dn+6 4

Tnya(z) = — pe> Lit1(2) + ;In(z)

dn+6  Angi(2) —eTFAngi(=2) | 4 EAn(z) —eTFAN(—2)
2 X 2D X 2l
 —(4n+6) (e*FAn 1 (2) — e FAnti(—2)) + 427 (FAn(2) — e *Au(—2))
= S2n+5
e [—(4n + 6)Api1(2) + 422A0(2)] — €7 [—(4n + 6)Any1(—2) + 4(—2)?An(—2)]

S2n+5

_ e*Apio(z) — e A 0(—2)

T en posant A, 4o = —(4n + 6)A,41 + 4X2A,
S2n+h
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Comme A, 11 et A, sont des polynémes a coefficients entiers, on en déduit que
A, 42 est encore un polyndme a coefficients entiers. La propriété est encore vraie
au rang n + 2.

(d) Les expressions de A,, pour les premiers entiers sont :

n A,

0 1
1 2X — 2
2 4X2% — 12X + 12
3 8X3 — 48X2% + 120X — 120
4 | 16X* — 160X> + 720X% — 1680X + 1680

On peut conjecturer que le mondéme dominant de A,, est 2"X". Par récurrence double :

Initialisation C’est vrai pour n =0 et pour n = 1.
A, =2"X"+---
Hérédité Supposons qu'il existe un entier n € N tel que " Ji_ 41
An+1:2n X 4
Alors

Anga = —(4n+ 6)Ant +4X2A,

—(4n +6)(2"HXMH 4 ) HAXP(2 X 4 )
= —(4n + 6)2n+1xn+1 4ot 2n+2xn+2 T

— 2n+2Xn+2 I

La propriété est encore vraie au rang n + 2.
Le degré de A, est n et son coefficient dominant est 2".
2. (a) Supposons que w € Q(3) \ {0}. On peut poser w = r + ir’ avec r,7" € Q.

1 1 r—ir r oo

— = = —i
w o r+a P2+ 242 22

On remarque que comme w # 0, on a @ # 0, d’ott 72 + 2 = ww # 0.
Orr, 7' € Q, donc 1241 € Q. Le quotient de deux rationnels (avec un dénominateur

/
- 1
non nul) étant rationnel, on a donc € Q et donc — € Q(4).
w

T T
weQEW\ {0} = _ € Q).

(b) Montrons que Z[i] = {a +bi, (a,b) € ZZ} est stable par addition et multiplication.

Soient z, 2" dans Z[i]. Posons z = a + ib et 2’ = a’ + ib’ avec a,d’,b,b' € Z.

a+ad e€Z

— Alors z+ 2 = (a+ib) + (' +ib') = (a+a') +i(b+ V) € Z[i] ca
rs 2+ 2" = (a+1b) + (¢’ +b') = (a+a’) + i( ) [¢i] car bib CZ

b €Z
— Et 22/ = (a +ib)(d' +ib) = (ad’ — bb') +i(ab’ + a'b) € Z[i] car aa
(- ib)(a' +i¥) = (' =) +i(abl + ') € 2f car 1 70
242 € ZJi]

2,7 € Z[i] = {zz’ € 21

3. On suppose qu'’il existe un z € C* tel que z et €* soient simultanément dans Q(¢).
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€A, (2) — e ?A,(—2)

(a) Pour n € N, on a I,,(z) = S2ntl

R
Lemme : tout élément w de Q(7) s’écrit sous la forme w = — avec R € Z[i] et r € N*.
r
!’

a .a
En effet, comme w € Q(i), on peut poser w = — + iﬁ avec a,a’ € Z et b, b € N*,

b
b +iadb R
11 suffit de mettre au méme dénominateur : w = % = — en posant
r
R = ab' +id'b € Z][i]
r=>bbt € N*

P
— On a supposé que z € Q(7). D’apres le lemme, on peut écrire z = — avec P € Z][i]
p
et p e N*.
— On sait que le degré de A, est n et que A, € Z[X]. On peut donc poser
n

A, = Z aka avec les ay entiers.

k=0
n P k 1 n
Par conséquent, A, (z) = Z ay (;) = o Z apP" ok,
k=0 k=0
Mais comme P € Z[i], d’aprés la question 2.b., on a encore P¥ € Z[i] pour chaque
k€ [0,n].

Donc, comme a,p" ¥ € Z, par produit, a;p" *PF € Zl[i] , et par somme (toujours
n

d’aprés 2.b.) arp" FPF € Z[i).
k=0

On peut donc poser A, (z) = B—Z avec 3, € Z[i].
p
De méme, on peut écrire A, (—z) = Eﬁ; avec 3], € Z[i].
1
— Par hypothése, onae® € Q(i). On abien e” # 0. Onavuqualorse™ = — € Q(3).
e
B C
D’apres le lemme, on peut écrire e* = 0 et ¢ = — avec B, C € Z[i] et b,c € N*.
c
1
— z étant non nul et dans Q(¢), on a encore — € Q(i).
z

1
D’apres le lemme, on peut écrire — = Q avec Q € Z[i] et ¢ € N*.
z q

Q)2n+l (Bﬁn Cﬁh)
b pn c pn

Ainsi, T(2) = ZTLI(&AR(Z) et AN(—2) = (f

q
Q¥ (B, — bCBaL)
= bcpann-H
En posant k = bepg® € N*, on a k™,(z) = 0" 1" Lq"1Q¥ (BB, — bCB.) € Z[i).

Il existe donc k € N* tel que, pour tout n € N*, k"I,,(z) € Z[i].

kn 1 . kn 1 .
(b) Ona [F"Tu(z)| = — / (12" = dt| < 7/ -2y e a.
n! /-1 n! J_1
Or,Vte [-1,1], |(1-— )" | |cf’z = Re (12) — gtRe (2),

Par croissance de l'intégrale (avec —1 < 1), on en déduit que

1 1
/ ‘(1 — ) et| de g/ efRe () g,
1 -1

1
On peut poser C = / ¢tRe (3) 4¢. Cette quantité ne dépend pas de n.
-1
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k" k" ipli il
On a [k"1,(2)] < C—. Et comme k" = o(n!), on en déduit que htil C— =0. — vVt €[0,9], 0<¢<J. Enmultipliant par [y >0: 0<tly| <4yl < 3
n: n—+0oo n—+00 n!
Finalement, Comme cos est décroissante sur [0, E], on a cos(tly|) = cos T
lim k"L, (z) = 0. 3 3
n—r+00 La fonction cos étant paire, on en déduit :
1
On peut en déduire qu’il existe un rang ng € N tel que Vn > ng, |k"1,(2)| < 5 vte[0,6), cos(ty) > % 3)
Or, on a vu dans la question précédente que k"I, (z) € Z[i], et le seul élément de Z[i]
dans le disque de centre 0 et de rayon = est 0. En multipliant ces trois inégalités membre & membre (tous les membres étant
Dot 2 positifs), on obtient :
dng € N,Vn > ng, k"L, (2) =0 ) 1
vVt € [0,0], (1 —t°)"cosh(xt)cos(ty) > 5(1 —t)"
(c) On note z = = + iy avec (z,y) € Q2 On choisit § €]0, 1] tel que d]y| < U
3 Par croissance de 'intégrale, comme 0 < §,
i. Pour tout n > ng, on a k"IL,(z) = 0. 5 51
Comme k™ # 0 (puisque k # 0), on en déduit que I,,(z) = 0. D’ot Re (I,(z)) = 0. / (1 — %)™ cosh(xt) cos(ty) dt > / 5(1 —t)"dt
0 0
Or,
5
P 51 _(1 _ t)"+l 1— (1 _ 5)n+1
1(1*1‘,2)" 1(1*252)" . 0 /—lftndt: _
0=Re (In(2)) =Re (/71 i e*dt| = /71 ke (') dt "o ;=10 20n+1) |, 2(n +1)
Ta—¢)m ; 1t . s 1—(1-o)ntt
= " ¢"Re (') dt = —/ (1 — %)™ e* cos(ty) dt / 1 — #2)" cosh(xt ty) dt > 1-Qa-9m
/—1 1 ol ) A ( )" cosh(zt) cos(ty) dt > 1)
1
= — [ (1 —1t*"[cosh(zt) + sinh(zt)] cos(ty) dt 1 1
n!J_1 . 21 211
. L L ili. Soitn € N,ona / (1 —t%)" cosh(xt) cos(ty) dt| < / [(1=t%)" cosh(at) cos(ty)| dt.
== (/ (1 — %)™ cosh(xt) cos(ty) dt + / (1 — t*)" sinh(=t) cos(ty) dt) g g .
n\J-1 -1 —Vte[s1], 0<d<t<ldoncd?<t?<1,puis0O<1—2<1—6% et
2 ! 2\n
= (1 — )" cosh(xt) cos(ty) dt Viel51], 0<(1—)"<(1-6)" (1)
En effet : Vvt e [0,1], 0<t<1donc0 < tz| < |zl

— La fonction ¢ — (1 — #2)" cosh(zt) cos(ty) étant paire, on a : La fonction cosh étant croissante sur Ry, ona Vvt € [6,1], cosh(t|z]) < cosh(|z|).
1 1 Cette fonction étant également paire, on a cosh(t|z|) = cosh(tz) et cosh(|z|) = cosh .
/71(1 — t2)" cosh(zt) cos(ty) dt = 2/0 (1 — %)™ cosh(wt) cos(ty) dt. Do,

Vvt € [6,1], 0 < cosh(tx) < cosh 2
— La fonction ¢ — (1 — 2)" sinh(at) cos(ty) étant impaire, on a : [5,1], < coshte) < coshz - (2)

/1 (1 — £2)" cosh(at) cos(ty) dt = 0 — La fonction |cos | étant majorée par 1, on a :
-1
vt e [6,1], |cos(yt)| <1 (3)

2
On conclut (en remarquant que = #0) que
n En multipliant ces trois inégalités membre & membre (tous les membres étant

1 5 positifs), on obtient :

Yn = ng, / (1 —t*)" cosh(at) cos(yt)dt = 0
0
i Soit n e N. vt e [6,1], |(1—1t*)"cosh(xt) cos(ty)| < (1 — 6%)" coshz
Ve [0,d), 1+t>1 Par croissance de I'intégrale, comme ¢ < 1,
Donc, en multipliant par 1 —¢ > 0,onal—t*>1—-t>0. 1 9 1 o
/ [(1 —¢%)" cosh(at) cos(ty)| dt < / (1 —6%)"coshzdt
) )

On peut mettre ces quantités positives a la puissance n sans changer l'ordre :
S (1) > 1 1

e, (A=) =0-4">0 (1) Or, / (1—0*)"coshadt = (1 —62)"coshx/ dt
5 s

— La fonction cosh prenant ses valeurs dans [1,+oo[, on a : = (1 —6%)"(coshz)(1 — ) < (1 — 6%)" cosh z.

1
Vie[0,8), cosh(et)>1 (2) ‘ /6 (17t2)"cosh(zt)cos(ty)dt‘<(1762)"coshac
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Nat2

=

N

1
On a vu que Vn > ng, / (1 — %)™ cosh(zt) cos(yt) dt = 0.
0

D’apres la relation de Chasles

6 1
Vn = ng, / (1 — )" cosh(t) cos(ty) dt + / (1 — %)™ cosh(t) cos(ty) dt = 0.
Jo Js
1 1
Donc ¥n > no, / (1 — )" cosh (at) cos(ty) dt = — / (1 = )" cosh(at) cos(ty) dt.
0 5
En prenant la valeur absolue :
1 1
Vn = ng, / (1 — )" cosh(xt) cos(ty) dt = ‘/ (1 — %)™ cosh(zt) cos(ty) dt‘ .
Jo Js
Or,

1— (1 _ §)n+1

5
— daprés 3.ci., on & Vn > ng, /14“ h(xt) cos(ty) dt > ,
aprés 3.c.ii., on a Vn = ng O( )™ cosh(zt) cos(ty) dt > 3T 1)

1
— d’apres 3.c.iti., ona Vn € N, ‘/ (1 — t3)" cosh(xt) cos(ty) dt‘ < (1-6%)" cosh z.
d

On en déduit que Vn > 1-a-om (1 - 6%)" cosh
n en aedul ue vn = no, e wa—————ES - coshx.

q o 2(n+1)
Dot Vn = ng, 1—(1—38)""! <2(n+1)(1 —§2)" coshz.
Or
— 1-3€]0,1], donc 1 — (1 — 6)"*! —— 1.

n—+oo
— 1-42¢€J0,1[, donc (1 —§%)" —— 0.
n—-+00

Par croissances comparées, 2(n + 1)(1 — 62)" cosha —— 0,
n—+00

En passant a la limite dans I'inégalité précédente, on aboutit a 1 < 0. C’est absurde!

On en déduit le théoreme :
Il n’existe aucun complexe z € C* tel que z et e® soient simultanément dans Q(7).

Supposons que 7 soit rationnel. Alors, on aurait i € Q(¢). Ce nombre étant non nul,
d’aprés le théoréme précédent, on aurait e ¢ Q(i). Or €' = —1. C’est absurde!

D’ou 7 est irrationnel.
Comme 1 est non nul et rationnel, on en déduit que e est irrationnel.
De méme, e? est irrationnel.
On peut généraliser a
VreQ', ¢ ¢Q

N2 — 2 est rationnel et que In 2 # 0, on en déduit que In 2 est irrationnel.

Comme e
De méme, In 3 est irrationnel.
On peut généraliser a

VreQi, Inr¢Q
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