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Partie C: les lois géométriques

12. Comme p € ]0;1[, il est clair que py = p(1 — p)*~1 € [0;1] pour tout k € N*.
Comme p € |0;1[ alors 1 — p € |—1;1] et la suite géométrique de terme (1 — p)
est donc convergente est on a:

“+o0o +00 1 1
§ § k
k=1 k:l( : 1-(1-p)

On a bien défini une loi de probabilité sur 'univers N*.

k-1

13. Comme p € |0;1] alors 1 —p € ]0;1[. D’apres le résultat de la question 11,
+o0

1 1
EQ—plft=— =
M = e T
1 1
La variable X admet donc une espérance égale a E(X) = p x — =
p p

Par définition, V(X) = E((X — E(X))?). On s’intéresse alors a I'espérance de la
variable aléatoire X* — =X + —-

La question revient & prouver que X? admet une espérance finie.

D’apres le théoreme de transfert, cela revient a prouver la convergence de la série
de terme E*py, = k?p(1 —p)k.

Soit N € N*| posons x =1 —p €]0;1].

N N+1

> kbt = Zkk+1 ka“ > (k= 1Dk ka’“
k=2

k=1

D’apres les résultats de la question 11, les deux séries convergent et on a:

Zkz k-1_ 2 1
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Donc, E(X?) = —2p
Par linéarité de ’espérance, on a alors:
2 1
V(X) =E(X-EX))?) =E <X2 - X+ —2>
p p
2 1
=E(X?) - 2EX) + —
( ) CE(X) +
2 1 1-p
p2 p> P

Donc, X admet également une variance et 'on a:

14. (a) Par linéarité de l’espérance sur la somme finie des X;, on a:

(54) 5

= Pi
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(b) Les variables X; étant mutuellement indépendantes, on a:

V<§Xi>:§V(Xi):i<1_p1>:i%—ii-

)
=1 NP1

Les sommes étant finies, il n’y a pas lieu de se poser des questions de convergence.
Seule la linéarité de la somme intervient.

Partie D: Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

15. Inégalité de Markov: cf. cours.
16. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev: cf. cours.

Partie E: le probleme du collectionneur

17. D’apres ’énoncé, il y a n vignettes différentes. La variable aléatoire qui modélise le
nombre d’achats nécessaires pour obtenir ’ensemble de la collection est T,,.

18. Le support de la variable aléatoire Ty ne comporte qu’'un élément 1 qui correspond
a 'unique image qu’il aura apres une seule tablette et on a P(T; = 1) = 1.

Donc,

19. (a) Les animaux étant répartis de maniére équiprobables, la probabilité quun col-
lectionneur obtienne toujours le méme animal au cours de ses ¢ premiers achats

est donc égale a .
na-1

(b) L’événement (Ty > q) signifie que la premiére fois que le collectionneur a obtenu
deux animaux différents s’est produite apreés strictement plus de g achats. Evéne-
ment identique a celui de toujours obtenir le méme animal au cours des g pre-
miers achats soit:

P(TQ > Q) = na—1°

1 1 n-1

() Vg=22,P(Te=¢q)=P(T2>q¢—1)-P(T2>q) = ni—2  pa-1  pa-1°

(d) La question revient a chercher ¢ > 2 tel que:

Le nombre minimal est donc 2.
20. Oté le cas dégénéré Z, = T, par définition de Zg, on a Zy, = Ty, — Tp_1 si k > 1.

21. Par télescopage, on a:

n n
> Zik=Ti+ Y (T —Te—1) =T1 +Tp — T1 = Ty
k=1 k=2

n
Done, Vk > 2, T, = > Z.
k=1

22. Lorsque le collectionneur a k — 1 animaux différents, la probabilité qu’il en obtienne
—k+1 k—1 k—1

un différent est de noktl =1- , celle d’en obtenir un qu’il a déja de .

n
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23.

24.

25.

26.

27.

Ainsi, pour qu’il en obtienne 1 différent au bout de ¢ achats, il faut et il suffit qu’il

q—1
échoue a cela ¢ — 1 fois avec la probabilité <—> et qu’il réussisse a la g-ieme
n

— 1 -1
nk—i—:lk.

tentative avec la probabilité
n

_ k—1 k—1\71 1
On obtient donc, P(Zy = q) = (1 -— - X - = p(1 — p)? " avec

k—
p=1———¢€]0;1[car 2< k < n.
n

k-1 —k+1
La variable Z;, suit une loi géométrique de parameétre p =1 — -0 + .

n n
D’apres la question 13, on a alors:
1 n
E(Zy) = - = .
(Zx) p n—k+1
k—1
V(Zk)zl_p: n _ n(k—1) '
p? (n—k~|—1>2 (n—k+1)>
n
Par linéarité de ’espérance, on en déduit que:
E(T,) = E(Z) = _ = - =nH,.
(Tn) kz::l (Zx) nl;nfqul l:nkarln;l Hn

D’apres 3.b, on obtient alors:

E(T,) ~ mnln(n).

n—-+00

On admet que les variables aléatoires Zj, 1 < k < n, sont mutuellement indépen-
dantes.

(a) Comme les variables aléatoires Z, 1 < k < n, sont mutuellement indépendantes,

L k—1 " n—1
n:k—i-lnz l2

= —
1 = (n—k+1)7 l=n- k=1

(b) Comme, nH,, >0, V(T,) < n’B,.

La suite (nQBn)neN, produit d’une suite croissante et d’une série a termes positifs
2,2

donc

est croissante vers sa limite

Pour n > 2, a = Anlnn > 0. D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a
alors:

V(T,) 22 2
P(|T, — E(T,)| = Anl < S - )
(IT — E(Ty)| > Anlnn) A2n2(Inn)2 ~ 6A2n2(Inn)2  6A2(Inn)2

Par symétrie autour de E(T,,), pour tout A > 0, on a:

P(|T,, — E(T,)| > Anlnn) = 2P(T,, — E(T,) > Anlnn).
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Il suffit alors d’appliquer la majoration de la question précédente pour D’ou, avec

A=1et E(T,) = nH,,

P(T, > nH, +nlnn) < 0,01 <=

P(T, —E(T,) >n
P(|T, — E(T,)| > nlnn) < 0,02

Inn) < 0,01

7T2

— < 0,02
6(Inn)?
\/%71’ o
>e V6 =¢eV3
> 8681, 9.

Donc ng = 8682. Ca fait beaucoup de chocolat.
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