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PARTIE A

1. Soit (A;u) € R? tel que Az + uf(z) = 0.

En composant par f, on a successivement \ f(z) =0 = A =0.
#0

Puis pf(z) = 0 entraine & son tour p = 0. La famille ((x, f(x)) est donc libre dans
un espace de dimension 2. Elle en forme une base.

2. Comme f(f(z)) = f*(z) = 0, par définition, on a:

0 0
Mat (. ) () = (1 0)'

PARTIE B
3. Composant par f, si un tel A existait on aurait:

= 2 = — = = 2 2 =
flz) =Xz = f*(z) =X Az) <= —z=Af(z) = "2 <= (1+X)z=0.
#0
La seule solution possible serait alors le vecteur nul pour z, ce qui est impossible.

Donc, il n’existe pas de réel A tel que f(x) = Az d’inconnue z € E, admette une
solution non nulle.

Commentaire: f>(z) = f(f(a:)) = f(\x) = Nz par linéarité et non \z>.
4. La question précédente assure déja la liberté de la famille ((z, f(z)).

De maniere directe, I'idée est encore de composer par f une combinaison linéaire
nulle de x et f(x):

e+ puf(x) =0 = Af(z) —pr =0 <= Af(z) = px.

Si A # 0, alors f(z) = (%) x ce qui est impossible d’apres la question précédente.

Donc A =0 puis puf(z) =0 = —hx = 0 = =0 en composant par f.
£0
La famille ((z, f(z)) est donc libre.
5. D’apres la question précédente, dimF > 2.
Une famille de deux vecteur ne saurant étre de dimension supérieur a 2, on en déduit

que:
dimF = 2.

6. Le méme raisonnement que précédemment montre facilement que ((y, f(y)) forme
une famille libre de E.
Si f(y) € vect ((z, f(z)) alors il existerait (\;u) € R? tel que f(y) = Az + uf ().
En composant par f, on aurait alors —y = A\f(z) — uz = y €€ vect ((z, f(z)) ce
qui n’est pas.
La famille ((y, f(y)) forme donc une famille libre de G de dimension 4 — 2 = 2 donc
une base.

Les espace F et G étant supplémentaires, la famille B’ est donc une base de E.

Lycée Jules Garnier 1



Devoir surveillé n°7 - Correction Extrait de CAPES 2021

7. Comme f*(2) = f(f(2)) = —z pour tout z € {x,y}, on a:

0 -1 0 O
1 0 0
Matp (f) = 0 0 1
0 1 0

PARTIE C

Dans cette partie E désigne I'espace vectoriel R3[X] des polynomes a coefficients réels, de
degré inférieur ou égal a 3.

On définit sur E Papplication f qui, & tout polynéme P de E, associe f(P) défini par:

F(P)(X) = (1 +X%)P"(X) — 2XP'(X).

8. Par linéarité de la dérivation des polynémes, f est clairement linéaire de R3[X] dans

R[X].

Or, deg f(P)(X) = max {deg ((1+ X*)P"(X)), deg (2XP'(X)) }
=max {2+ degP — 2,1 +degP — 1} = degP.

Donc, Im f € R3[X] et f est un endomorphisme de E = R3[X].

9. (a) On a:
o f(1) =Opryx)- o (X% =2-2X2
o f(X)=-2X. . f(X3) =6X.
En notant B = (1,X,X?,X?), on a donc
0 0 0
Mats(f) 0 -2 6
a =
5 0 0 -2 0
0 0 0 0

(b) Les lignes de la matrice de f fournissent un systéme d’équations du noyau de f
i.e.

ao
2(12 =0
al
P a cker f < < —2a1 +6a3 =0
2
as —2&2 =0
apg = Qg 1 0
=3 0 3
— “ “ € vect | Py ,P1
az =0 0 0
az =as 0 1

Donc, ker f = vect (1,3X + X3> .
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2 0 20
0 0 0 6
De méme, pour ker(f + 2Id) = ker ( Mat + 2Id) ) = ker
pour ker(f + 21d) = ker (Mats(f + 21d)) 000 o
00 0 2
ag
a 2a0 +2a3 =0
1
P " € ker(f + 2Id) < < 6as =0
2
as 2a3 =0
agn = —a 0 —1
= 1 0
— a a € vect | Po ,P3
ay = a9 0 1
a3 =0 0 0

Donc, ker(f + 2Id) = vect (X,X2 - 1) .

(c¢) La famille P = (P, P1,P2,P3) de quatre polynomes est étagée par les degrés
donc libre donc une base de R3[X] de dimension 4.

(d) Par définition des Pi, on a f(Po) = f(Pl) = 0, f(PQ) = —2P2 et f(Pg) = —2P3.

Donc,
00 0 O
00 0 O
Matp(f) 00 -2 0
0 0 0 =2

10. (a) C’est exactement le résultat de la question 9d.
(b) Par définition de g, ona fog=g?og=g>=gog*=go f.
Donc f et g commutent.
(c) Soit x € ker f.
flg@)) = (fog)(z) = (9o f)(x) =g(f(x)) = 9(0) =0 = g(x) € ker f.
(d) Raisonnement identique: soit = € ker(f + 2Id).
(f +20d)(g(x)) = (f o g)(@) + 29(x) = (9© f)(z) + 29(x) = g(f(2)) + 29(x)

=g(f(x) +22)) = g((f + 21d)(x)) = g(0) = 0.
= g(z) € ker(f + 2Id).

Donc, ker(f + 2Id) est stable par g.
(e) Les questions 10c et 10d permettent de chercher séparément les matrices de g
et g_o respectivement dans Eg et E_s.

00
Comme f est nulle sur Eo, il en est de méme pour g et on a: Matp, p,)(go) = (0 0) .

Par définition de g,

-2 0
Mat(p%ps) (ggg) = Mat(Pg,Pg)(f\E_z) = ( 0 _2) :

Comme Mat(p%ps)(g%) = Mat(pQ’pB)(g_g)Q, on est ramené & cherché une ma-

b -2 0
trice G = “ telle que G2 = .
d 0 -2
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0 —V2

On vérifiera que G = convient.
V2 0
Comme E = Eg @ E_5, dans la base P, on obtient:
0
0
G
V2 0

0
0
Matp(g) = 0

o o o O

0
0
0
0

Partie A :
1
1. La fonction  —— — est décroissante sur R} donc V k& > 2, par croissance de
T
Iintégrale, on a:
1 1 k+1 1 k+1 1 1
k<z = —g—:>/ —dxé/ —dx (xb—>—continuesur[2;+oo[
z k k T k k x
k+1 1 1
= —dr < —.
k x k
. ) 1 ko1
Partant de k — 1 < «x, on obtient, par un raisonnement analogue, z < —dzx.
k-1
Donce, VE > 2,
k+1 1 1 k1
/ —dr< =< / —dx
k €T k k—1 T
2. 11 suffit de sommer les inégalités précédentes, de méme sens, pour k = 2,...,n,

utiliser la relation de Chasles sur I'intégrale et d’obtenir:

Ajoutons 1 aux membres de I'inégalité,

In(n+1)<ln(n+1)+1—-1In(2) <H, <1+In(n)
>0

Donc, In(n+1) < H,, <1+ In(n).

3. A laide de la relation précédente:
(a) Comme lirJIrl In(n + 1) = +oo, d’apres le théoreme de comparaison, (H;)nen«
n——+0oo

diverge vers +o0.

1 1 1+1
(b) Pour n > 2, In(n) > 0et lim In(n +1) = lim 1+ In(n) =1.
n—=+oo  In(n) n—+oo In(n)
D’apres le théoréme d’encadrement, lim " =1lie H, ~ In(n).
n—+oo In(n) n—r+00
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Partie B:

11 1 1 1
4 YVk>2 — — — = > _ L
v k—1 k k(k—1)~ kxk K2

1 1 1
5. La série Z —— — — de terme général — — est une série télescopique conver-
= k— k k—1 k
gente de limite lim 1— — =1.
n—-+o0o n

En tant que série a termes positifs, la suite (B,,),en+ croissante. Elle est également
majorée par 2.
D’apres le théoreme de la limite monotone, elle est donc convergente.

Commentaire: Dans l’esprit du sujet, on ne peut invoquer les séries de Riemann de terme k—2.’

6. Pour tout entier naturel n non nul et tout réel t € [0; 7], on pose

D,(t)=1+2 i cos(kt).
k=1

(a) Ilsuffit d’utiliser la formule d’Euler pour k # 0, et d’écrire ¥ +e =% = 2 cos(kt).

n

n n
Vt e [0;m, Du(t) = 1—}—2 2cos(kt) =D, (t) = eiOt—{—Z eMt ekt — Z et
k=1 k=1 k=—n

(b) Dans I'expression précédente, apres réindicage, on reconnait la somme des 2n+1
premiers termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison e # 1
sitel0;n]:

n

2n 2n
Vieloinl, Du(t) = 30 o= 3 el = ot 3 (i)
k=—-n k=0 k=0

1— (eit)2"+1 1 — el@n+1)t

—int _ ,—int

1—elt 1—elt

Factorisons par ’angle moitié,

rhoo! =el0=1

Il n’y a plus qu’a réutiliser les formules d’Euler pour conclure:
(Qn +1 )
n t
N2 )
()
in (=
2
(¢) Un petit développement limité en 0, s’écrit:
) <2n+1t) (2n+1t)
sin
2 N 2
1 1
sin (—t> =0 (—t)
2 2

Donc, lltir% D,(t) = 2n + 1 i.e. on peut prolonger D,, par continuité en 0 en
_)
posant D, (0) = 2n + 1.

=2n+ 1.
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7. On considere la fonction f définie sur {0; g] par

fo [0;3] ——R

sit>0

t sin(t)
1 sit=0

T
(a) Comme quotient de fonctions continues de dénominateur non nul sur ]0; 5} , f

, 7T
est continue sur }O; 5] .
Encore un développement limité s’écrit f(¢) Kodh 1 donc PH(l) f(t) = f(0): la
— —
fonction f est continue en 0.

T
La fonction f est donc continue sur [O; 5} .
(b) Evaluons la limite ne 0 du taux d’accroissement de f en 0:

h

Vh£0 f(h)_f(o):sinh_lz 1 1 — ;_l
’ h h sin h hh—>0h—%&+o(h3) h
h
h—0 6 +o(h) h—0 0-

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

in(t) —t t
(c) Pour tout x € }O; g], f est dérivable et on a f’(:c) - w
in

sin(t) —teos(t) | t—f —t4+ 5 +0(t3)

!/ —
Jlw) = sin?(t) =0 sin?(t)
_ s o) st 1,
t—0  sin?(t) t»0 t2 3 =0

On sait donc désormais que:

e f est continue sur }O; g]

e f est dérivable sur ]0; g {

0
e D’apres les théorémes généraux, f’ est continue sur }O; 5] i.e. f' est de
classe C! sur ]0; g} .
e lim f'(t) = 0 = £/(0).
lim £'(t) = 0 = f(0)
D’aprés le théoréme de prolongement C', la fonction f est donc de classe C*

™
0;—=1.
0]

8. (a) Soit k entier non nul.
2

1
Les fonctions ¢t — Sy tettr— % sin(kt) étant de classe C' sur [0;7], on

m
peut intégrer par parties ’expression demandée:

T (12 1 [ _ oLt .
/0 <§ - t) cos(kt)dt = [E (5 - t) Sln(k‘t)] i <; - 1) sin(kt) dt

0

=0
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t 1
Les fonctions ¢ — — — 1 et t — —— cos(kt) étant aussi de classe C' sur [0; 7],

T k
une nouvelle IPP s’écrit:
1 1 /¢ 1 /1
-1 {‘E (; - 1> cos(k:t)]o +ﬁ/0 ~ cos(kt) di
1
k2
1 171 . & 1
= ﬁ + ﬁ [% Sln(kt):|0 = ﬁ
=0

(b) D’apres la question précédente et par linéarité de l'intégrale,

noq n T t2
B”_Zﬁ_z/o <%—t>cos(kt)dt

T t2 1 t3 7T2 7.‘_3 7T2

PR I VA [ S B

(C)/o< 27r> l2 67T‘|0 2 " 6r 3
t2 )Dn(t)—l

(d) D’apres la question 6c¢ et les théorémes généraux, les fonctions ¢t — <2— —t 5
T

2
et t — o —t | D, (t)2 sont continues sur [0; .
7r

Partant de 8b, par linéarité de l'intégrale, on a alors:

T [+ D,(t) -1
B, = ) = =
= (% t) )=y,

1 [ t2 1 t2
= t—— | Dp(t)dt — = t—— | dt
2/0 ( 27r> () 2 Jo ( 27r>
D’apres 8c,

2 1 T 2
7T——Bn:—/ t— ) b, ar.
6 2 Jo 2T

(Zn +1 >
n 5 t
(e) D’apres 6¢ la fonction ¢t — ———=——> = D, (¢) est continue sur [0;7]. I

m | —
S 5
2

en est de méme de la fonction produit avec le polynéme ¢ — 7

T
On utilise le résultat de 6b:

2 1 T 2
7r——Bn:—/ t— ) Do) ae
6 2 Jo 2

. 2n+1
- )
2./ o . <1>

sin §t
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Effectuons le changement de variable 2u = ¢ dans l'intégrale,

2u?\ sin (2n 4+ 1) u
2 / < > sin (u) 2du

(2 — Q?U) sin ((2n + 1) u) du

~Jo sin(u)

Donc, pour tout entier naturel n non nul,

2 7t 2t
——-B, = —— |2——)sin((2n+1 .
5 /0 sin () ( >sm (( n )t) dt

9. (a) Soit f la fonction de classe C' de la question 7.

2t
On pose g : t — f(t) (2 — —), produit de deux fonctions de classe C! sur
T

{0; g} d’apres 8c donc de classe C! sur [0; g} et telle que:

s
71.2

=B = [ * glt)sin (20 -+ 1)t

(b) D’apres 9a, les fonctions t — g(t) et t — — cos(2n + 1)t sont de classe

2n +1

C! sur {O —} On peut intégrer par parties I’expression suivante:

/05 g(t)sin ((2n + 1)t) dt = 2n1—&— 1 [ — g(t) cos(2n + 1)t]05 + 1 /05 g (t)cos ((2n + 1)t) dt
90 , 1 3

=1 2n+1/0 g'(t) cos ((2n + 1)t) dt.

T
La fonction g est de classe C* sur [O ; 5} donc sa dérivée y est continue sur un segment
donc bornée par un réel M > 0. D’ou

2 9(0) I
2 1)t) de| < 2 1)t) de
[ atwsin (ns v ] < |24 | [P @cos (s 1)
9 M (®
S (2 1t)| dt
Sonritmail, L@
<1
Mm 1
< — — 0
(901+ 55 5 e
_,_/
Constant

™
. 2 .
Donc, nll)rfoo/o g(t)sin ((2n +1)t) dt = 0.

(c) D’apres 9b et les théoremes sur les limites de somme, on trouve finalement:

. om . 2
Jim =B =0 < lim B, =~

v
L@
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Partie C: les lois géométriques

N
10. Soit N € N*. Posons Sx(z) = Z zk.
k=0

On reconnait la somme des N+1 premiers termes d’une suite géométrique de premier
terme 1 et de raison z # 1 pour tout x € |—1;1].

1 .’,ZIN+1
D’ou, Sn(z) = — .
N(@) -2z 1-2x
N+1
Comme |z| <1, lim = 0, et la série de terme général ¥ converge et on a:
N—+oo 1l —x
+00 & 1
Vze]|-1;1 T = .
L Y et =

11. Somme de fonctions dérivable sur |—1;1[, Sy l'est également et on a:

Sy =S gkt L (NAD(-w)+a)
Ve e]-1;1], SN(x)—];lkxk = a—a7 e x .

Avec |z| < 1, par prépondérance des fonctions puissances sur les produits,

N+1)(1-

lim (N+ 1)1 —z) +2) x N = 0.
N—+o0 (1 — :E)2

La série de terme général kz*~! est donc convergente et on a:

“+o0 - 1
k"t = — .
2 i ap
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