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Commentaires: [espére que vous avez passé de bonnes vacances. N'oubliez de réviser pour le devoir de lundi.

Les choses sérieuses reprennent. On va accélérer un petit peu.
1 3 1
1| (o) cos(z) + V3sin(z) =1 < 5 cos(z) + gsin(x) =5

™ () +si T . () 1
<= cos — cos(x) +sin —sin(z) = =
3 3 2

T 1
<:>cos<x—§>:§
@x—gzg [27]  ou x—gz—g [27]
2
<:>ng 2] ou x=0 [27]
2w
S—{B+2k7r,keZ}U{2k7r,keZ}.]
) Vo €R, Tcosh(z)+ 2sinh(z) = 0 <= 7° +26 +9°5 _26 =0

— 9e"+5e¢ " =0
Les exponentielles réelles étant strictement positives, I’équation n‘admet pas

de solutions sur R : S=J l

. . . 71' N
<) La fonction tan admet pour valeurs interdites tous les 5 + pmwoup € Z.

On cherche donc des réels x tels que :

i
x——7§2+p7r —+p—
47r T <= 3%7r avec p,q € Z.
x+—7£2—|—q7r x#—ﬁ—i—qw
s 47
tan<3x——>—tan(x+ )<:>3x—gzx ?[T{']
4
<— dk € Z, 3x—%:x+§+lm
<— dkeZ, 2x=7n+knr
s s
— dkecZ =—+k=
€L, x 2+ 5

— A eZ, x:gf en posant £ =k + 1.

Examinons si parmi ces valeurs, certaines ne sont pas interdites :

oo
— Supposons que —E =30 + 3P
On aurait alors 15€ = 7+ 10p donc 5(3¢ — 2p) = 7 : 5 diviserait 7! Ce n’est

pas possible.

3T
— De méme, E =19 + pr implique 5/ = —3 + 10p, puis 5(2p — ¢) = 3 :

5 diviseralt 3. Ce n’est pas possible non plus.
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En conclusion, aucune des valeurs trouvée n’est interdite, et toutes sont donc

solutions :
s={2t ez}
=3t .
1) — Lensemble de résolution D de I’équation est défini par :
2-1>0 z>1loux < —1
reD — 1 — x> 1
dr—1>0 T > 1

On résout donc I’équation sur |1, +o0|.

— Soit z €]1, +00].

In(z? — 1) +In(4) = In(dz — 1) <= @D+l _ cnle—1)

In(z2-1) In(4z—1)

— e x e — ¢
= 4(2*—1)=4r -1
— 42’ —4r—-3=0

N . . 3 1 .\
Cette derniere équation admet pour solutions — et —=. Seule la premiere

est dans I'ensemble de résolution. C’est donc la seule solution de I’équa-
tion initiale.

<) On résout cette équation sur R.

Ve eR, 4% — 3o—g — grty _ 92—l . o (22)33 12wl _ 3o+3 n 37—}
= 2% 4 2% x 271 =37 x 32 4+ 37 x 32

— 2% <1+%) =3" (ﬁ+%>

3 4 4\" 8
= 2% =3 = (—) =—
2 V3

) Onpose f(z) =V +1+Vr+2+Ve+3+Vo+4
f est définie [—1, +oo[ et strictement croissante comme somme et composée
de fonctions strictement croissantes.

Par conséquent, Vz € [—1,400], f(z)> f(-1)=0+1+vV2++V3> 1.

L’équation n'admet pas de solutions sur R : S=0

_|_

:)OnaVp,q€R, sinh(p)+ sinh(q) = 2sinh (1%) cosh (%)
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Par conséquent, Vo € R,

sinh(z) — 4 sinh(2z) 4 sinh(3z) =0 <= (sinh(x) + sinh(3x)) — 4sinh(2z) =0
+ 3z x

e 2sinh = 5 cosh —23x — 4sinh(22) =0

<= 2sinh(2z) cosh(z) — 4sinh(2z) = 0,

car ch est paire.

<= (2cosh(z) — 4)sinh(2z) =0

<= cosh(xz) =2 ou sinh(2z) =0

<= x = argch(2) ou z = —argch(2) ou z = 0.

S = {argch(2), — argch(2),0} I

argch(2) = In(2 + v/3)

— arge = —In —1In 1 —In(2 — cf. (2]).
gch(2) = —In(2 + V3) 12+\/g In(2 — v3)

+) La fonction arccos établit une bijection de [~1, 1] sur [0, 7] :

EeMAv-%)a :

— Sib € [0, 7], ’équation arccos(x) = b admet une, et une seule solution qui
est x = cos(b).

— Sib ¢ [0, 7], I'équation arccos(z) = b n'admet pas de solution.

Ici, b = + in (2
ci, b = arccos | — arcsin | — ).
4 3
1

1 1 ) ..
Comme 0 < 1 < 3 on a arccos(0 > arccos Z) > arccos§ (stricte décrois-

, T 1 T
sance de arccos) d’ou 3 < arccos (1) < 5

1 1 1 ) .
De méme, 0 < 3 < 3 donc arcsin 0 < arcsin (5) < 3 (stricte croissance de

in) et 0 < in (1 <Z
arcsin) € arcsin | — —-.
3 6

T 2m L s . .
Par somme, - < b < —, et on en déduit que I’équation donnée admet une et

une seule solution donnée par :

b= = + in ( 2
COS O = COS | arccos 1 arcsin 3
1 . (1 . 1 . (1
= COS | arccos | — COS | arcsin | — — Sl | arccos | — Sin | arcsin | —
4 3 4 3

_ 1 /8 J151
N 9 4 3

2v/2 — /15 2v/2 — /15
- 12 5 = 12 ‘
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2] Soit ABC un triangle, dont on note A, B, C les angles.
Onadonc C=nm— (A—i—f%)

)+ (1= (1) 5) 2 (3 (8) 50 (8 )
1)+ cor? (A) cos? (B) = 26in (4) cos (A) sn () cos (B)
ot (8) o (8) - (4) o () (8) o () =0
e (8)o(5) o 3

+
o
2
[\v]
- +

o (5) s (8) s (1)) =

<= ABC est rectangle.

La réciproque est claire.

En conclusion, [ ABC est rectangle si, et seulement si cos? (A) + cos? (B) + cos? (C) = 1. ]

5] () La fonction cosh est continue strictement croissante de [0; +00] sur [1; 400,
elle y réalise donc une bijection :

argch :  [1;+oo[ —— [0;+o0|
x argch(x) tel que cosh (argch(z)) = .

) Le calcul explicite de cette réciproque revient a résoudre, I’équation cosh(r) = t.

Comme e” = t+sinh(z). La relation t*—sinh?(x) = 1, entraine alors e* = t+v/t2 — 1 > 0.
Donc,

Vi ell;4oof, [argch(x) =In (.:I:—i—\/xgi—l) ]

<) La dérivabilité peut se montrer de deux manieres :

— soit en invoquant le théoréme de dérivabilité de la fonction cosh dont la
dérivée sinh ne s’annule pas sur |0 ; +o00| = argch (]1; +o0]).

— soit en invoquant les théoremes généraux de dérivabilité pour la compo-
sée x — In (x + Va2 — 1> sur l'intervalle |1 ;400
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Dans tous les cas, la fonction argch est dérivable sur |1;4o0o[etona:

1
Viz—1

Vz €]1;+ool, | argeh’(z) =

On obtient alors le tableau de variation de argch et sa courbe représentative :

x 1 +00
argch’(z) +
+00
argch /
0

La fonction argch n'est pas dérivable en 1 mais sa courbe représentative y
admet une demi-tangente verticale.

<) Pourn,k,i € Ntelsquek <i<mn,ona:

<:,L) </Zf) - z’!(nni Bl k;!(z'ii D k!(n—gi(z’ yaTe

(Z) (2:]:) - k!@ni " 52)7(% B kl(n —'gi(z’ YT

et

Donc,
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) Soit n € N. Sans trop réflechir, on applique le résultat précédent :

CEE00-E206)

k=0 1=k
n n n n—=k
— Z ) = ] enposant j =1 —k
k:0<k) i=k (n—z k=0 k j=0 n—k—j
n n n—=k n—k‘
:Z(/QZ( , )parsymétrie
k=0 =0 J

Vn € N, ii (7;) (;) — 3"

k=0 i=k
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