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On pose pourn € N, W,, = /2 sin”(t) dt.
0

1] Relation de récurrence

s
JOnaet W, =1
W2:/QSin2(t) dt:/2 1= sin(2t) dt = | = 4+ = cos(2t)| = ™ donc W, =
] ; 2 2 2 .

4
: ™ . ™ 1
») Posons x = 5~ t. La fonction t — 5~ t est de classe C* sur [ } et on a
dt = —dz.
Par changement de variable,

z 0
W, = / sin”(t) dt = / sin” <z - x) (—da)
0 x 2
3
:/ cos"(z) dz.
0

..p

T
On retrouve, | Wy =

= |

<) Soitn € N.
3 3
Wipo = / sin"2(¢) dt = / sin(t) sin" 1 (¢) dt.
0 0
Les fonctions ¢ — — cos(t) et t — sin”**(¢) étant de classe C' sur [0 ; g],

une intégration par parties s’écrit :

W, 12 = |—cos / —cos(t))[(n + 1) cos(t) sin"(t)] dt
n"

= / COS Sl
0

— (4 1) / (1= sin2(£)) sin"(¢) dt
0
= (n+1)(W, — W)
On en déduit que :

VneN, [ (n+2)Wais = (n+ 1)W,. I

Par conséquent :
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2 8
° 3W3 = 2W1 donc W3 = § ° 5W5 = 4W3 donc W5 — 1_5
e 4W, =3W;ydonc W, = ?—g

On résume les valeurs connues dans un tableau :

| n JOJ1][2]3] 4[5 |
T T | 2| 3r
Woll 311713 16|15
2] Limite de Wt

<) Soit n € N. Puisque Vt € [O;g],O <sin(t) < 1,ona:

Vit e [O ; g} , sin™t2(¢) < sin™tH(t) < sin”(t).

Commentaires: La suite d'inégalité n'est pas due d la croissance de la fonction sin mais a la
décroissance de la suite (2" )nen pour x € [0;51] :
Siz e Ryalorsz" < 2" «—= 0< 2" (x—1) <= 1<

>0

. ye s ™ , .
Par croissance de l'intégrale (avec 0< 5), on en déduit que :

H s A+2 i sant+1 H e 0
sin" () dt < sin" 7 (t) dt < sin”(t) dt
0

0 0

VneN, Wi < Wop < W, |

) Vte }O;g}, sin(t) > 0 donc W,, > 0 pour tout n € N.

A partir des inégalités précédentes, on obtient alors :
Wote Wi : n+1 W,
Vn €N, < <1l,ie.Vn €N, <
W, W, n-+2 W,

1
Comme lim nt
n—+oo N +

<L

= 1, d’apres le théoréme d’encadrement :

. Wn+1 .
[nlﬂl@o W _1']

n

5| Expression de Wy, et Wo, g

<) Montrons ce résultat par récurrence sur p € N.

T o
D’apres les questions précédentes,ona Wy = — = — donc 'expression
p q p 0= 5 (012 2 p

est valide pour p = 0.
Supposons que ce soit le cas pour un certain p € N, on a alors :

o 2p+1 _ 2p+1 (2p)! 7w 2p+! m
2 PR D) P 2 g ((pr DI 2

Wapio
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La propriété est également héréditaire. Elle est donc vraie pour tout p € N:

2p)!
VpEN, W, — P f]

22r(pl)? 2
: 2p 2p(2p — 2)
) Au brouillon, on constate que W = — = Wy,
J que Mot = o T py 1)(2p 1))

o 2p(2p—2)---4x2
C 2p+1)(2p—1)---3x1)
_ 2p(2p —2) -4 x 2P
S @2p+1D(2p)(2p—1)---3x2x 1)
_ [2rp?
 (2p+ 1)

On démontrerait alors de méme que précédemment par récurrence que :

Wy

X 1

2%
VpeN, Wy, = 2 :{)i) ]

J Formule de Wallis

) Il suffit d’utiliser les expressions trouvées a la question 5| : Vp € N,

22pp!2

W2p+1 = m = 22pp!2 X 22pp!2 X % = 24pp!4 X g
Wo 2z @pri)l (@) 7 Gpr DX (PR 7

) On en déduit la FORMULE DE WALLIS en réordonnant les résultats précédents

W
et en faisant apparaitre les quantités qui nous intéressent dont —2> et 7
2p
24pp)4 924pp14 2p + 1 24pp14 2\ 2p+1
= 5 X =\ oo X o —— X7
(2p)1?p (2p +1)(2p)! p Cp+1)2p)t 7 2p
W 2 1
_ Voprt P+ < T
W2p 2p
W 2 1 R 4o .
Comme lim —2* — Jim £ L 1, d’apres les théoremes sur les limites
potoo Wy,  potoo 2p
de produits, on obtient finalement :
24p 14
lim —L2 = .
p—+oo (2p)12p
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