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Toutes les primitives sont trouvées a une constante pres.

t
Comme 1 + ¢ + 2 > 0 pour tout ¢t € R, les fonctions t — ————— t —» ——— et
P 2+l 241
t — ——— sont continues sur R.
(2 +t+1)

D’aprés le théoréme fondamental, elles admettent des primitives sur tout sous-intervalle
de R.

2 2
Remargue : t2+t+1 = t+l 2+ ﬁ _§ t""% 1 _§ 2t+1 2+1
rove : = 5 =) == — -2 - |
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Commentaires: Un petit mot glissé quelque part sur la continuité des intégrandes méme vite fait en disant

juste que le dénominateur ne s‘annule pas sur R sera toujours apprécié d sa juste valeur.
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Concentrons-nous sur la seconde intégrale :

2t 41 2
En posant \}% = tan(d), on a — dt = (1 + tan®*(#))d# et I'intégrale devient :
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\/7 / 1 + cos(20)df = ?9—# gsm(%)
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2 tan(0)

————~ on obtient finalement :
1 + tan?(6)

Comme sin(20) =

En conclusion,

vz eR /1 tdt 1 2241 1 1 2 . (2x+1>
x , — = —= - = — arctan
(2 +t+1)> 622+x+1 2224+2+1 33 V3

1 x+2

2 ¢ <2x+1>
= —— — arctan :
3z22+zxz+1 33 V3

1| (o) Pourtoutréelr € [0;1],ona0<1 -z <1

Pour tout k& € N*, la fonction & — z* est croissante sur R, et, en particulier,
sur [0;1] donc, en composant :

0<(1-—a)f<1h=1. (VIIL.1)

Commentaires: Par rapport au devoir précédent, ici, la conservation des inégalités n'a rien a voir
avec la décroissance de la suite (z™),en sur [0;1].
Par ailleurs, la fonction exponentielle étant croissante sur R, si 0 < =z < 1
alors

O<l=¢e"<e"<el=e (VIIL.2)

Les inéquations (VIII.1) et (VIIL.2) sont positives. On peut les multiplier membre
a membre et il s’ensuit que, pour tout réel z € [0;1],

0<(1—2)fe"< e

Commentaires: Ne pas oublier de vérifier que les inéquations sont positives et de méme sens.

») Par croissance de l'intégrale, pour tout entier & € N, on peut écrire en utili-
sant la double inégalité précédente,

L1 — )k Le e e
Or, khm i 0, dong, grace au théoréme d’encadrement, il vient
—+o0 K!

Commentaires:
Le principal arqument a ne pas oublier et la croissance de I'intégrale.

Si une primitive de la fonction nulle peut étre une constante non nulle, son intégrale sur tout
segment sera toujours nulle.
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Le passage d la limite ne peut se faire qu’une fois I'intégrale encadrée. On ne sait pas encore sous
quelles conditions on peut ou pas intervertir les limites et le symbole / Vous verrez que ce n’est
pas si facile (méme si ici, pour le coup, cette interversion était valide sans que vous ne puissiez le
justifier). Patientez encore un peu.

. . L /
C'est un peu comme si vous aviez confondu f’(a), le nombre dérivée de f en a avec (f(a)) = 0.
C’est le théoreme d’encadrement qui nous permet de triompher de la question mais ne le sous-
estimez pas!

. . N . . €
En effet, celui-ci ne se résume pas seulementa 0 < lim I, < lim —.
n——+oo n—4oco n!

Avant de parler d’encadrement des limites, le théoréeme d’encadrement prouve que la suite (I,)nen
converge et donc que sa limite existe. Ceci est un résultat qualitatif bien plus fort. A méditer !

(1— =)

X et v — e” étant de classe ¢ sur [0;1],

2| Soit k € N*. Les fonctions z +——
on peut intégrer I par parties :

Ikzzjélglilfﬂﬁezdx::[El!lfﬂﬁef]l—-jglifliifﬁi;iewdx

1 U —t)kt 1
I Y etdr = —— + L.
'*A G—1p C T T

Commentaires: Je vous rappelle gu'aucun professeur de mathématiques n’appréciera que vous manipu-
liez des objets sans avoir prouvé leur existence. De méme qu’il faut justifier la dérivabilité d’une fonction
avant de calculer sa dérivée, il faut justifier que les fonctions sont de classe € afin de procéder a une

intégration par parties. Gateau sur la cerise, pensez d préciser sur quel intervalle.

5| Pour tout entier k € N*, on peut réécrire grace a la question précédente

H - Ik-_]_ - Ik
Il s’ensuit que
n 1 n 1 n
H:1+ZH :1+Z(Ik—1_1k>:1+10_1”'
k=0 k=1 k=1

1
Par ailleurs, on a Iy = / ¢*dz = [¢”]; = e — 1 de quoi l'on tire
0

n

. 1

On a montré precedemment que (In) converge vers 0 donc E converge
k=0 " neN

etona:
n

1
lim — = e
n—+oo Z n!

n

Commentaires: Ici aussi, on prendra garde a ne pas écrire hrf E — sans avoir justifié que cette
n—-+00 mn:

limite existe. C'est le fait que (1,)nen converge et les propriétés des limites de sommes qui nous permet

de justifier que la suite converge et donc d’envisager sa limite.
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1] f est une fraction rationnelle de pdle 2. Le nombre complexe 2 n’a donc pas

2| () Size€E onaz # 2 donc l'expression -

d’image par f.

Le nombre complexe 1 n’a pas d’antécédent par f.

En effet, supposons qu’on ait trouvé z € E tel que f(z) = 1. On aurait alors
zZ+1
z—2

Commentaires: Dans la recherche de I'antécédent de b, une autre rédaction possible était :

=1,douz+1i=2—2eti=—2.Clest absurde.

VzeC\ {2}, f(z) =b < ”;:b = ati=he-2) < ab-)=i+2

2b+ 1

b—1
z(b—1) =1 + 2bet concluez en disant que z n'existe que si b # 1.

avant de conclure b # 1 mais arrétez vous a I'équation

A ce stade, n'écrivez pas z =

Cela vous évitera d’écrire un nombre qui, potentiellement, n’existe pas.

Onpose E=C\ {2} etF=C\ {1}.

est correctement définie. f est

donc définie sur E.
1) Soit 2" € F,ie. 2/ —1#0.

VzeE f(z) =7 < Z+;:z’ = z+i=72(2-2)
Z_
— (—-1)z=2+1
S
<:>z:Z+Z car 2 #1.
2 =1

Tout nombre complexe 2z’ € F admet donc exactement un antécédent par f,
;.

, +1
donneé par ——.
z—1
En conclusion, f réalise une bijection de E sur F.
| VzeE ze fT'(U) < f(2) eU Z+; =1 < |z+i| =|2—2|car
Z J—

z # 2.
Posons A(—i), B(2) et M(z).
Vz€EE, z€ f}(U) <= AM = BM <= M(z) appartient a la médiatrice de
[AB].
f71(U) est I'ensemble des affixes des points de la médiatrice de [AB].

Commentaires: I1 est bien siir impossible de faire cette question sans avoir une idée précise de I'image
réciproque d'un ensemble :

fHU) = {z eE/f(2) e U} doncz e f7HU) <= f(2) €U <= ...
Toute autre déemarche échouera. . .a échoué!

En gros, je le redis, chaque fois que I'on ne sait pas quoi faire, on se raméne a ce que 'on sait : le cours et

les définitions. ..pour peu que vous les ayez appris!

| Vz€E z€ fTU(iR) <= f(2) €iR < arg (jj;) Eg 7] = (A—ﬁ,ﬁ}[) —g []

s MAMB=0 et M#B,
<= M(z) appartient au cercle de diametre [AB] privé de B.

F. PUCCI

ﬂ PTSI - VINCI - 2023



(eo«*meoblmx ZDMMWMWLBS

f1(iR) est le cercle de diametre [AB] privé de B.

Commentaires: En tout état de cause, un éléve attentif pourrait se demander s'il ne faut pas enlever le
z+t , . .
soit nul dans l'arqument ce qui est bien.

c

point A afin d’éviter que
z

Ce méme éléve vérifiera alors que f(—1) =0 € iR donc que A convient. Ce qui est trés bien.

ReMAr%e: La fonction f a donc transformé le cercle U en une droite et la droite
iR en un cercle. Ce n'est pas une des isométries que vous connaissez mais une
transformation du plan appelée inversion.
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