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J Soit z € C.On a

z2=0
fe)=z2e22(1-2)=222(1-2)—1]=0&222—-1)=0& ¢ OU .
z = 5
. g 1 . .
Les points d’affixe z =0 et z = 5 sont les seuls points fixes de F.
2] Soitz€C.Ona
z=—1
f2)=-4e22(1-2)=-4e2—2-2=0&(2+1)(2-2)=0<< ou
z=2
Les points d’affixe z = —1 et z = 2 ont pour image par F le point G’ d’affixe —4.
5] Soit 2 € C.Ona

fR)=—-4e22(1-2)=2+2i< 22 —2+14+i=0.
Le discriminant A du polyndéme 2* — z + 1 + i est
A= (-1 —4x(1+1i)=—3— 4.

On recherche 6 = a + ib avec a, b réels tels que 6> = A. On a

5 _ 4 22 1 9iab a? —b* = -3 ab = -2 ab = -2
—3—4=a" — 1a
A=§ P Sqd+b =5 =1 e a==l1
|-3—4i|=a"+b )
2ab = —4 b* =4 b= =+2.

Par conséquent, le choix @ = 1 puis b = = —2 donne 6 = 1 — 2¢ qui vérifie
6 = A.
Il s’ensuit que le polyndme 2° — z + 1 + i posséde deux racines

1+9 : 1-6

?:1—2 et =1

ce qui nous permet de réécrire

z=1-1
fR)=-4e2—2414i=0& (2—(1—14)(z—i) =0& (ou
zZ=1.

Les points d’affixe z = 1 — i et z = i ont pour image par F le point D’ d’affixe
2+ 2.
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J\ ‘JOna

F(My) = F(My) & f(z1) = f(2) ©221(1 —21) =221 — 29) & 2§ — 25 — (21 — 22) =0
S(zr—2)(z1+22)—(21—20) =0 (21— 2)(z1+ 220 —1) =0
Sz +20—1=0car z; # 2y
z1+22 1

2 2
Par conséquent, pour deux points distincts M; et My, on a F(M;) = F(M,) si

1
et seulement si le milieu du segment [M; M,] est le point d’affixe 5

v) D’apres la question précédente, F n’est pas injective. Il suffit de prendre

1
deux points distincts M; et My symétriques par rapport a I (5) pour voir

F(M;) = F(Msy) sans que M; = M.
Par exemple, f(0) = f(1) = 0 sans que les points d’affixe 0 et 1 soient confon-
dus.

<) Soit N un point du plan d’affixe a. On a

f(z):a<:>2z(1—z):a<:>z2—z+g:0. (VIIL.1)
L’équation polyndmiale & coefficients complexes z* — z + g = 0 possede au
moins une solution z; € C donc il existe zy € C tel que f(z) = a.
En notant M le point d’affixe zp, on a F(M) = N donc F est surjective.
1) Soit M un point du plan d’affixe a.

Le point M posséde un unique antécédent si et seulement sil’équation f(z) = a
possede une unique solution z dans C i.e. le discriminant de (VIII.1) est nul :

a 1
, S | . :
Par conséquent, le point d’affixe 3 est le seul point du plan ayant un unique
antécédent par F.
5| () Soit# €[0,7].Ona:

0 0 36

, ‘ , o ) 0\ .30 9 x 30
fe?y =2e"(1 — ) = 2¢feis (6_12 — e’2> = —4isin (§> €2 =4sin (5) e '2¢"2

= 4sin (g) el(%i%).

0 s 0
—_ — 1 —_ > 0.
Comme 5 € [O, 2} alors sin (2> >0

30

. L : (O [ee_=z s
Par conséquent, I’écriture f(e”) = 4sin <§) el 73] correspond a l'écriture

trigonométrique du complexe f(e”).

‘ 0 36
On en déduit que f(e") a pour module 4 sin <§) et un argument est 5 g
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A B C D E F G
T T s 2m o
6 0 — = = — —
6 3 2 3 6 i
i0 —iZ 2v/2¢'1 2v3¢e"2 ;3T
e 0 (\/6—\/5)6 4] 2 (\/64—\/5)64 —4
JeT) =2+2i | 23
A’ B’ (o D'’ E' F’ G’
<) Il suffit de calculer f (e'®™ %) :
— Par 27 périodicité de sin, le module ne change pas :
7 ()| = sin (5 ) =17 ()]
2
32 —0) — 5t — 36 30 — A
— De plus, (27 5 )7 =2 5 i 7T—i—27r. L'argument de f (BZ(QW_6)>
est 'opposé de celui de f () :
arg (f (¢*77)) = —arg (1 () -
Autrement dit, les images des points situés en bas du cercle trigonométrique
sont les conjugués des images des points du haut. Il suffit donc de faire une
symeétrie par rapport a l'axe réel pour obtenir la deuxieme moitié de I'image
du cercle trigonométrique.
4 —+
3
4 4
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Au passage, on pourra vérifier que le point C et son symétrique par rapport a

I'axe des réels mais aussi par rapport au point d’affixe ) ont la méme image

par F.
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