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On considere I’équation différentielle
1+z)y" =2y +(1—2)y =ze® (E)

Son équation linéaire homogéne associée est (Eg) : (1+ 2)y" — 2y’ + (1 — x)y = 0.

On cherche les solutions sur I'intervalle I =] — 1, +o0.
TTENTION | ) n’entre pas dans le cas du cours : il ne s’agit pas d'une équation a coefficients
consmnts
1| ¢: x> e” est deux fois dérivable sur Tet Vo € I, p(z) = ¢'(z) = ¢"(x) = €”.

Douvrel, (1+x)¢"(x)—2¢'(x)+(1—2)p(x)=(1+2z)e" —2e" + (1 —x)e” = 0.
On en déduit que ¢ est bien solution de (Eg) sur L

2| Soit f une fonction deux fois dérivable sur L.

+) Comme ¢ ne s’annule pas sur [, on peut poser

Veel, f(z)= (%) o(x) = ANz)p(z), ou A= g

La fonction A obtenue est deux fois dérivable sur I comme quotient de fonc-
tions deux fois dérivables sur I et de dénominateur ne s’annulant pas.

Finalement, f peut bien s’écrire sous la forme f = A¢, ou A est une fonction
deux fois dérivable sur I.

f(z) = Az)e’
) On aalors, Vz €1, f'(z) = [N(x) + AMx)]e”
fi(@) = [N'(z) + 2N (2) + A(z)]e”

festsolutionde (E) < Ve el, (1+4+x)f"(x)—2f"(x)+(1—2)f(x)=1ze""
— Veel, (1+z)\'(x)+2N(z)+ \Nx)]e”
=2\ (z) + Mx)]e” + (1 — 2)A\(x)e” = ze™®
<« Vzel, [1+2)N(z)+2zN(x)]e" =xe™
= vVrel, (1+2)\(zx)+22N(r) =2
<= ) est solution de (1 + z)y’ + 2zy = ve **

On pose dans la suite (E') : (1 + 2)y’ + 2zy = ze” "

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, et on a bien :

f est solution de E <= X est solution de (E') : (1 + 2)y’ + 2xy = ze™ ",

) Sur I, 1 4+ 2 ne s’annule pas. (E') est donc équivalente a

2z _:ve‘h
112 1+z

y +
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2z
Résolution de I’équation homogéne associée : (Ej) : ¢’ + T2V = 0.

étant continue sur I, d’apres le cours, les solu-

La fonction z ——
+x
2t gt

tions de E’ ) sur I sont les fonctions x +— ke~ FFiadt oy ke R,

o f - [ [ (2 )

=2z —2In|l+2| =22z —2In(1 + ). car (1+2 > 0)

ot o SO LAt _ e~ 2z+2In(l4z) _ —2z, In(1+z)? _ (1 + @2 —2z

Les solutions de de (Ef) sur I sont les fonctions z +— k(1 + x)*** ou
ke R.

Recherche de solution particuliere par la méthode de variation de la
constante :

On cherche une solution particuliére g sous la forme g : x +— k(x)(1+x)%e >

ou k est une fonction dérivable sur 1.

On a,
Vo el, g(z) = K()(1+oPe + @)1 +2)e — 21+ 2)% ]
= K(2)(1 4 )% — 2k(x)z(x + 1)e >
est solution de (E) <= Vo el, f'(x)+ 21 f(z) = e
! e S +x S +x

— Voel, K@)1+a)e® —2k(x)r(r+1)e >

21 re
1 2,2z _
—I-—lerk(x)( + )% T2
e Vrel yuxy+@%*x—fff
’ 14z
I () = %
— Vrel Kx) TEE
14+2x2)—1
LK) =10t
<~ Vz e , (J]) (1—|—[)j)3
, 1 1
— Vrel K= -

(1422 (1+x)?
Comme on cherche une solution particuliere, on peut choisir

—1 1
— .
42 20 +a)?

C’est a dire

Veel, g(z)=k@)(1+z)%e > = (1:_196 + o 41_ :L')2> (1+z)%e ™

= (—(1 + ) + %) e = — (m + %) e 2,

1
Une solution particuliére de (E') sur I est donc g : & — — <x + 5) e
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Bilan : Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme :

1
z— k(14 z)% " — (:1: + 5) e k €R.

5] On peut maintenant poursuivre le raisonnement du 2 |(1):

f est solution de (E) <= ) est solution de (1 + z)y’ + 2ry = ve >

1
< JkeRVr el N(z)=k1+x)%e > — (x + 5) e

e T (eR Vel \z) :/ k(14 t)%e 2 dt

—/ (t+%> e 2dt + ¢

k 1
— dk,leRVz el \Nx)= _Z(ng + 62 4 5)e > + %

x+1

e 4y

e 4 le®

k
— LRVl fla) = —1(29;2 + 6z +5)e " +

L'ensemble des solutions de (E) est donc :

r+1

S = {x»—>A(2x2+6x+5)e‘”+Be$+ e ®, (A B) €R2}.

1| Recherche des points invariants :

M(z) est invariant par f <= f(M)=M
2z — 5
z—2
= 2> —4iz+5=0car z # 2i

= =z = =2 <= 2iz—5=2z(z —2)

A = —36 = (6i)°. Les solutions sont 5i et —i.
Dong, f a deux points invariants : B(5¢) et C(—i).

2| Soit My € P\ {A} et z; son affixe (2 # 2i).

2tz — 5
20 — 21
< (29 — 2i)2zy = 2izg — b car zy # 2i
> 29(z1 —2i) =2iz =5

2iz1 — 5

Mo(z0) est un antécédent de M; par f <= 2z =

< 2y = —car z; # 21
Z1 —
o . ) . 222’1 -5
Donc M; a un et un seul antécédent par f : le point My d’affixe ~.
21 — 4l

Donc, f est une bijection sur P\ {A}.
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2iz1 — 5
5| On vient de voir que f~1: M; — M, est définie par zp = il 5 "
21 — 41
On remarque que f~' = f et on dit que f est involutive.
+| Soit M(z) € D, alors z =iy avec y € R\ {2};
2i(iy) =5 —2y—5 2y+5
Ainsi, 2/ = z'(zy) — = - y _ T 1 € iR,
iy — 21 ily —2) y—2
20+5. 2(y—2)+9 9
On remarque que yy—Jr2 i= <yy _)2+ i = (2 + m) 1 # 20.
On a bien M’ € Di.e. f(D) C D: D est globalement invariant par f.
2iz —5 2iz — 5 — 2i(z — 2i) -9
i 2i, alors : 2/ — 21 = — 21 = = .
5| (o) Siz#2ialors:z = ? Y Y
Par conséquent, (2'—2i)(z—2i) = —9, et en passant aux modules, |2’ —2i|x |z —2i| = 9.

1) Soit M(z) sur le cercle I de centre A et de rayon r > 0. Alors AM = |z —2i| = 7.
9 9
Onavuque |z’ —2i] x [z —2i] =9,dou AM' = |2/ — 2i| = T
2 —2i

r
En notant I" le cercle de centre A et de rayon —, on a prouvé que f(I') C I".
r
, . . 9 . .
Réciproquement, soit un point M; du cercle C (A; —). Par le méme raisonne-
T

. 9
ment, on peut prouver que son image M] par f est sur le cercle C (A; W) ,
”
c’est-a-dire sur I
Or, f étant involutive, on a aussi f(M]) = M;.

Tous les points de I ont par conséquent un antécédent sur I'. Cela prouve
que I C f(I).
Ainsi f(T') =T
) I' est globalement invariant par f <= f(I') =T <= g =r <= r=3
(car r > 0).
Le cercle de centre A et de rayon 3 est globalement invariant par f.

On peut remarquer qu’il contient les points B et C.
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