(eo«*meoblmx g)@uom em tam/r\b P)LQ?"IE, )

J

Soit A le discriminant associé a I’équation

222 — (V3 +3i)z —1+4V/3=0.

OnaA=(—(vV3+3i)?—4x2(-1+iV3) =2 — 2iV/3.
Soient (r,y) € R* et § = x + iy. On a alors :

2? — y? + 2izy = 2 — 2iV/3

NZ=A —
{]6\2:x2+y2:|A\:\/m:\/E:4

xQ—yQZQ
— 2?4yt =4
zy = —3
22 =3
— y? =
zy = —V/3
> {;f:/g ouU {zf_\/g car zy < 0.

Une racine carrée de A est donc § = —v/3 + i.

Les solutions z € C cherchée vérifient donc

F%Vﬁ&—ﬁ+ziOngﬁ+%ﬂ@ﬂ:§+ i]

S|

N | =

4 4 — ¢

T
Il ne reste plus qu’a retrouver les racines cubiques de i et €'6 :

. iz T 9 4T i s 9 T
zest solution de (E) <= z=¢€"6, z=je'6, z=7j%"6, z =¢"18, z = je'18 OU z = j°€'18.

On obtient finalement :

N N /X 13
ﬂE): e "18;—q;e'18;e6;¢e 18 ;¢ 6 .

1| Pour tout z €1, (r +1) # O et on a donc:

Vel Dy (x)— 1=0 < Vzel y(z)- = E
rel (erl)y (@) —ry(e)+ rel Y)—ye) = —= ()
. T -1 . .
Les fonctions a : © —— — et sont continues sur I, donc on sait que le
z+1 r+1

probleme de Cauchy C admet une unique solution.
On note (Ey) I’équation homogene associée :

T
z+1

(o) Vel o(z)- y(z) =0
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(x+1)—1 1

On remarque que : Vx € 1, =" =1+ )
que que: V€ I, a() po ]

La fonction a étant continue sur I, elle admet des primitives sur I dont I'une est

donnée par:

A: JT—R

T —z+In(lz+1]) = -z +In(x + 1)

On en déduit I'ensemble des solutions de (Eg) :

S = {fﬁ'—> er~In(@+l) — § ¢ ;A ER>.
r+1

T

. € N . ;.
Cherchons une solution sous la forme y = A 1 ou A est une fonction dérivable
x

. e I e’
sur I. Pour simplifier les écritures, on pose yy = ol
est solution de (E) sur I < ¢'(z) — ’ (x) = !
Y Y s+ 10 T e
T -1
(FVael) e Naolo) + M) - M @ol) = —
, , oz -1
= Wahn(a) + 3@ (sh(0) = o)) =
=0
= N(@)plr) = —
YAt =4 +1

— N(z)=—€"
Une primitive de A sur I est donc,
Veel, Mz)=e".

Une solution particuliere de (E) sera donc définie par :

e’ 1

\ I =7 = )
Tel yla)=e r+1 x+1

Les solutions générales de (E) seront donc les fonctions de la forme :

1 e*

Vel ) = + )
y(z) r+1 x+1

Alors y est solution du probleme de Cauchy C si et seulement si :

1+ A
0)=2 =2 = 1+X=2 = =1
(o) 0+1
Conclusion :| I'unique solution de C est la fonctiony : |—1;+oc0] ———> R
1+e*
x :
r+1
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2| (+) Léquation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants dont le second membre est une fonction continue sur R a valeurs
réelles. Elle admet donc des solutions sur 'intervalle R.

1) Léquation différentielle homogene associée a (E) est donnée par
(Eg) VzeR, y'(x)+2y(x)+4y(z)=0.

Son équation caractéristique associée est (E,) : 72 + 2r +4 = 0 dont le discri-
minant vaut A =4 - 16 = —12 = (22’\/5)2. Les racines sont donc

_2EWVI2 s

T+ 9

L’ensemble des solutions de (Ej) sur R est donné par :

R —-R
o = { r —e” (A cos(V/3z) + Bsin(\/gx)) | (4,B) eR } '

<) Sur l'allure du second membre, on cherche une solution particuliere de la
forme y, : © — (ax + b)e”, a,b € R a déterminer.
La fonction y, est deux fois dérivable sur Ret, V2 € R,

y,(r) = (ax +a+Db)e”

y,(r) = (ax +2a+b)e”

On a alors les équivalences suivantes :

yp solution de (E) <= y, () + 2y, (x) + 4yp(z) = 2"
(Vz € R) < (az +2a+b)e” +2(ax + a + b)e” + 4(ax + b)e” = xe®
<~ ar+2a+b+2ar+2a+2b+4dar+4b=x care” #0
— Tar+4a+7b=zx

— Ta =1 e Ja= 1/7
4a +T7b=0 b= —4a/7 = —4/49.

. Tr—4 . N . .
Ainsi, y, 1 © — 9 ° est une solution (particuliére) de (E) qui convient.
Conclusion, I'ensemble des solutions de (E) est donné par

R —R )
= —4 A/B)eR* ;.
7 r —e” (Acos(\/gx) - Bsin(ﬁx)) + 7$49 e’ [ (A,B) €

<) On cherche les solutions de :

(E): Vz e R, f"(x) +2f'(z) + 4f(x) = xe”

4
K 0) = —
@) 105
f()y=0
C’est un probleme de Cauchy linéaire d’ordre 2 qui admet donc une unique

solution.
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Soit f cette unique solution. Par la question précédente, il existe (A, B) € R?

tel que
_ . Tx —4
VzeR, f(z)=-e *(Acos(v3z)+ Bsin(v3z)) + 15 e”.
4 4
pum A —_—— = ——
Or, /(0) 9 19
4 4
Donc,A—E——@ — A=
Ainsi, - A
VzeR, f(z)=e*Bsin(vV3z)+ I4g e”.
Comme solution de (E), f est dérivable sur Reton a:
/ —TR o —z 7 T Tx—4 T
Ve eR, f'(z)=—e"Bsin(v3z)+ v3e *Bcos(v3z) + 10° + 19 °©
3 3 V3
Dou, f/(0) =0 <= 0=BV3+ — <= B=——=——"—.
ou, f(0) \/_+49 /319 19

Conclusion, 'unique solution du probléeme de Cauchy est donné par

f: R——R

V3 - Tx—4
X —Ee 81n(\/§x)+ 19 e”.

3] Soient z une fonction deux fois dérivable sur R},
Pour t € R’,, posons = In(t) <= t = e" et pour tout z € R, posons y(z) = z (e”).
Puisque la fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R et a valeurs dans
R, on en déduit par composée que y est également deux fois dérivable sur R. De
plus,

La fonction z est solution de (F) si, et seulement si
VieRE, 22"(t) + 3t/ (t) +4z(t) = 0
1 1 1
— (—t—2y'(ln(t)) + t—2y”(1n(t))> + 3t x gy’(ln(t)) + 4y(In(t)) =0

<= —y'(In(t)) +y"(In(t)) + 3y'(In(t)) + 4y(In(t)) = 0
< y"(In(?)) + 2y'(In(t)) + 4y(In(t)) = 0.

Quand ¢ parcourt R*, z = In(t) parcourt bien R tout entier, donc :

z est solution de (F) <= Vr e R, 9" (z)+2y(z)+4y(x)=0
<= y est solution de (E).
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D’apres la question précédente, z est solution de (F) si, et seulement si

Tr—4

(A, B) e REVz e R, y(z) =e (A cos(v3z) + Bsin(vV3z)) + 9 e”
< J(A,B) eREVLER,, z(t) =e ™D (Acos(V3In(t)) + Bsin(v3In(t))) + ﬂn(i; 4 nit)
< J(A,B)eR*VteR:, z(t) = %(A cos(v31n(t)) + Bsin(v/31n(t))) + %)9_4)15

L'ensemble des solutions de (F) est :

RY —R 2
S = { xr —> % (Acos(\/gln(t)) + Bsin(\/gln(t))> + %)9_4)75 | (A,B) e R } .

Partie A : Calcul explicite de I,,.

1
0
1 1 1 1 1 1
eth:/ t(l—t)dt:/ tdt—/ t*dt = = — =, donc| I} = .
0 0 0 2 3 6

2] (o) Posons :u(t) =t —t*.
Alors,

/01 (t - %) (t—)"dt = %/Olu’(t)u(t)” dt = % [n i 1u(t)n+1L o

) Comme (t — )" =t"(1 —t)", par linéarité, on a :

1 1 1 1 1
0:/ (t——) t”(l—t)”dt:/ (L —)" dt——/ t"(1 —t)"dt.
0 2 0 2 0
! 1
/ "1 — )" dt = =1,..
0 2

1
] Soit I :/ (1 — )" dt.
0

tn+2

n+ 2

Ainsi,

Posons : u(t) = etv(t) = (1 —t)". Alors u et v sont de classe € sur [0; 1] et

Vte[0;1], W'(t) ="t et V() =—(n+1)(1—t)"

Par intégrations par parties, on a :

n+2
t n—',—l

n+1

n+1 !
1) dt = "2 (1—t)" dt.
(1) (11"t = s [

1 1
Conclusion : [In+1 = ZI > /0 "2 (1 — )" dt.]
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4] Comme (1 — )"t = (1 — ¢)"(1 —t), par linéarité, on déduit facilement :

1 1 1
L1 = / =)™ (1 —t)dt = / (1 =)™ dt —/ (1 =)™ dt
0 0 _Jo

:%In d’a;?és 21.() ZZ—ﬁIn+::i’aprés 3
1 n+2 n+1
:_In_—nJrl:in-
2 n+1 2(2n + 3)
n+1
Ainsi, | VneN, L4, = ——1,.
insi, | Vn 1= 3501 9)
11 4 1 1
Alors : — = t = i —
ors “30 10| € [4 2% 9140 _ 630

1
5| Pour tout entier naturel n, posons P(n) : « I,, = 5N
(2n 4 1) ( ”)

(2><0+11) (23())

Hérédité : Supposons qu’il existe un entier n € N tel que P(n) soit vraie

(2n+ 1) <2:) |

L n+1
Dapres J;In—l—l = m n-

D’apres 'hypothese de récurrence, on obtient alors :

Initialisation : Pour n = 0,

=1 =1, donc P(0) est vraie.

ie I, =

n+1 1

In+1:
2(2 3
(2n + )(271—1—1) <2n>
n
o 1
S 2(2n+3) 2n+1 [(2n
n+1 \n
Or 2n+2\  (2n+2)! _(2n+2)(2n+1)x(2n)!_2(2n+1) 2n
"\n+1) m+Dn+1) (n+1)2 nln! ~— n+l \n)
1
D)Ol\l,In+1: 2 +2
n
(2n+3)<n+1)

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Initialisée pour n = 0 et héréditaire, la propriété P est donc vraie
pour toutn € N:

1
(2n+1) (2:>
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Partie B : Applications
o] Pourn €N,

1 n
_ / Z) (—=1)"dt,  par linéarité de la somme.

1
Z) (=1)* [ #"**dt, par linéarité de 'intégrale.
0

1

(
= (Z) (=1)* [n + ]16 +1 WML
(

n k 1
1)
k)< )n+k+1

k=0
e 1
Dapres - |, I, = pour tout n € N.
2n
(2n+1) < )
n
On en déduit :
. —1)* 1
VneN, (Z) (D" _
=

n 1 n
7| (o) Par linéarité de 'intégrale : Vn € N, Z I, = / (Z t*(1 — t)k> dt.
k=0 0 \k=0

Comme t(1 —t) # 1, pour tout ¢t € [0;1], en reconnaissant une progression
géométrique, on a :

St = 3 -0 - 1O

k=0

Par linéarité de l'intégrale, on a alors :

[ 1 P -t
ZI"“_/O 1—t(1—t)dt_/0 1—t(1—1) dt.

n

Lo (e =)™
Done,| S L= [ ———dt ANA SV S TS
one, | > L /O 2—t+1 +/0 2—t+1

k=0
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) On reconnait une intégrale classique ou 'on commence par metrre le déno-
J

minateur sou forme canonique :

1 1
1 1
[t [
Ot_t+1 0 (t_

Donc,

L 1
/ dt:2\/§ﬂ.
o 2P—t+1 9

1 1
) Le trindme #(1 — ¢) a un maximum en 5, pour lequel il prend la valeur T

Ainsi, YVt € [0;1], (1 —1t) < 1
De plus, Vt € [0;1],t(1 —t) > 0.

En composant les inégalités positives 0 < #(1 —¢) < 1 par la fonction crois-

sante sur R, z — ", on obtient finalement :

[Vte[o;l],og (t(1—t))”<4in.]

1\ 3_ 3
CommetQ—t+1:(t—§) +1>Z>O,onobtient:
1_ n+1
(t(1—1)) _ 1 1

Vtel|0;1], 0< < .
[ ] 2 —t+1 qntle2 ¢ 41

Par croissance de l'intégrale,

1 1 1 1 237
0<R, < dt = -ver,
4n+1 /0 t2 —t + 1 4n+1 9

Finalement:[VneN, 0<R, < ﬁ ]

"9 x 4ol
2\/§7T

Comme lim ——— =0, d’apres le théoreme d’encadrement, on déduit :
n—-+oo 9 x 4ntl

lim R, = 0. I
n—-+00

n

1 237

) Il suffit de regrouper tous les résultats précédents avec Z N 9 +R,
5 e (%)
et lim R, =0.
n—-+o0o

F. PUCCI
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Conclusion,

- 1 _ 2/3n

=0 (26 + 1) (%f) !

lim
n—400

Partie C: Et J,, dans tout ca?

w/2 T
= 1 = —
5 Jo /0 at =7,

w/2
J1 = / sin(t) dt = [— cos(t)]g/2 =1,
0

/2 (1 — cos(2t)
L= |
0

1 /2 /2 T |1 T
dt 5 (/0 dt /0 cos(2t) dt) 1 [2 sin( t)]o 1

2

1y

]

En résumé, l Jo = g, Ji=1,Js= E.]

4

On effectue le changement de variable : ¢t = 7 —u <= u =t — 7. On a alors
du = —dt et la formule de changement de variable donne alors :

J, = /ﬂ : sin(m — u)"(—du) = / "sin(r — u)'du = / " sin(u)"du

/ " sin(u)"ndu, ]

»

3

2

Conclusion : [Jn =

Soit n € N. Posons : t = cos(u), alors dt = —2sin(u) cos(u)du. Pour ty = 0,1y = g

T
et pour t; = §,u1 =0.

Ainsi,

0 /2
I, = /ﬂ/2 (cos?(u))" (1 — cos?(u))" (—2 cos(u) sin(u))du :/0 cos(u)“" sin(u)*" sin(2u)du

G sin(2u)> "

1 il
Conclusion, [Vn €N, = I /2 sin(2u)2”+1du.]
0

1
— sin(? Qn.
e sin(2u)

1
Jon sin(2u)*" =

Or, cos(u)*" sin(u)*" = (cos(u) sin(u))*" = = —

us

2
Partons de / sin(2u)*"*!'du et posons v = 2u <= u = %

0
Alors 2du = dw et,

jus - 1 1 -
/2 sin(2u)*" ' du :/ sin(v)** ™ =dv = —/ sin(v)***'dw.
0 0 2 2 0

1 2
On en déduit I,, = 4—n/ sin(2u)*"*du =

1 1 [7
= X —/ sin(v)**dv.
0 2 4r Jo

F. PUCCI
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Or, d’apreés la relation de Chasles, on peut écrire

m /2 m
/ sin(v)***dw :/ sin(v)2”+1dv+/ sin(v)***dw
0 0 /2

= Jon+1 + Jons1, par définition et d’apres 9]

- 2J2n—i—1

1
[In = 4_nJ2n+1- ]

Conclusion :
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