Dewoin en temps lne m°15 P le 07/07/2023

Cimites et Contivuite

A. Etude d’une premiére fonction.

t
On définit une fonction f sur R* par f(z) = M.
T

(=) Montrer qu'on peut prolonger la fonction f par continuité en 0. On conti-
nuera a noter f la fonction ainsi prolongée.

(v) Quelle est la parité de la fonction f? En admettant que f est dérivable en 0,
que vaut nécessairement f'(0)?

(<) Calculer la dérivée f’de la fonction f sur R*.

(4) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

R 1,,,

@ Etudier les variations de la fonction f, puis tracer une allure soignée de sa
courbe représentative.

B. Etude d’une deuxiéme fonction.

1 T
On définit une nouvelle fonction g par g(z) = —/ f(t) dt (cette fonction est
T Jo

naturellement définie R).
(=) Quelle est la parité de la fonction g?
() Etudier la possibilité d’un prolongement par continuité de la fonction g en 0.
(<) Montrer que, Vz € R, f(z) < g(z) < L.

1
(4) Montrer que, Vz # 0,4'(z) = ;(f(m) — g(x)). En déduire les variations de la
fonction g.

1 x
(¢) En majorant arctan, montrer que lim — / f(t)dt = 0etendéduire lim g(x).
1
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C. Une suite récurrente.
On consideére désormais une suite (u,),en Vérifiant la relation de récurrence u, 11 = g (u,)

(la valeur de ug étant un réel quelconque).

<
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(=) Montrer que, Vz € Ry, 0 < : * 5

+ 22
2
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(b) Montrer que, si z > 0,]g'(z)| < ﬁ/o mdt, puis que |¢'(z)| < n

Montrer que cette inégalité reste vraie si z < 0.
(On admettra pour la suite qu’elle serait également vraie pour z = 0, ou g est
en fait dérivable).

(<) Montrer que la fonction g admet un unique point fixe qu’on notera désormais
a, et que « €]0, 1].

(4) Hors-Programme Montrer que, Vn € N, Jup1 — a| < |u, — af, puis montrer
la convergence de la suite (u,) vers a.

Aide: En admettant I'inégalité précédente, montrer la convergence de la suite (un)nen-

F. PUCCI ﬂ PTSI - VINCI 2023



