Dewoin en temps lle m°17 Foun Le 98/07/2023

Suites

I. Théoréme de Cesaro

Soit une suite réelle (uy)nens. On lui associe la suite (vy,)nen définie par :
1 1<
VneN v, = E(u1+u2+-~+un) = gguk

Le théoréme de Cesaro affirme que si lim wu, = £ (avec £ € R), alors lim v, = /.
n—-+00 n—-+00

On se propose de démontrer ce théoreme dans le cas ou £ € R et d’étudier sa réciproque.

On suppose dans un premier temps que ¢ = 0.

(2) Soit e > 0. Justifier qu'on puisse fixer un entier N € N* tel que

VneN n>N=u,| <

N ™

lug] + ug| + -+ + Jun—1| €
+2.
n 2

@ En déduire qu’il existe un entier N’ tel que Vn € N*,n > N’ = |v,| < . Conclure.

(v) Démontrer que pour n > N, |v,| <

On suppose désormais que lim wu, = ¢ € R. On pose :
-— n—+oo

1
VneN, u, =u,—0 et o, == (uj+up+-+u,).
n

n

(=) Exprimer v}, en fonction de v,.
(v) En déduire que (v, )nen converge vers £.

On étudie la réciproque du théoréme de Cesaro :

n n

1
lcul n= in(k). En dédui lim — in(k).
(=) Calculer « kzlsm( ). En déduire n_lgloon;sm( )

(b) La réciproque du théoréme de Cesaro est-elle vraie?

II. Lemme de l’escalier

Soit (un)nen une suite réelle telle que lim (up41 — uy,) = L.
n—-+00

. u .
Prouver que hIE — = ¢ (Lemme de I’escalier) . On pourra appliquer le théoréme de Cesdro.
n—+0o N

Soit (un)nen une suite réelle a termes strictement positifs.

.1 Unp+1
Montrer que si  lim nt
n—+00 Uy

En déduire la limite des suites définies par :

= a, alors ({/un,), e+ cONVerge aussi vers a.

- n 1 .,./(3n)!

ou-(y) UMW Onimir
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