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I. Théoreme de Cesaro

1] () Soite > 0.Comme lim u, = 0, par définition, sachant que 5 > 0, il existe

n—-+o00
N € N* tel que :
VneN n>2N = |u,| <

Do | ™

n

1 & 1 1 &
)y VneN, |u,|= " ;uk == Zuk < - ; |u| d’apres I'inégalité trian-

k=1
gulaire.
Nfl 1 n
o v & (bl 3ol ) = £+ 13
"= "=
On peut majorer la deuxieme somme, puisque par hypothése, Vn > N, |u,| < %
Et, z": lug) < (n —N+1) = < nS (car N > 1) entraine 1 z": lug| < =
P — 22 n & 2
= >0
Par conséquent,
VTLZN, |1)n| < |U1|—|—|U2|+~..—|—|UN71| +§ (XVl)
n

Commentaires: I1 fallait bien lire ux_q et non u,_1. L'indice N avait pour vocation a étre bloqué
et fini pendant que n continuait a faire sa vie vers +o0.

<) N est désormais fixe.

Par conséquent, la somme S = |uy| + |ua| + - - + |ux—_1] est fixée et la suite

S
<— converge donc vers 0.
n neN*

Il existe donc un entier Ny € N* tel que Vn > N,

l\Dlm

~X

<
On a donc

lug| + Jusg| + -+ + |un— 1|
n

VneN n>Ny, = (XV.2)

wlm

En posant N = max (N, Ny), et en rassemblant les résultats XV.1 et XV.2,0n a:

VneN n>2N = |u,| <

Autrement dit, Ve > 0,3IN' e N Vn e N n > N' = |v,| < e ie. lirf v, = 0.
n—-+oo

Commentaires: L'ingrédient principal de cette question était que la suite (— converge vers 0 donc
n
neN

on doit au moins voir ¢a clairement. Tout le reste n’est que du blabla qui ne sera pas lu de toute facon.
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k=1 k=1 k=1 k=1
1 - ] —
n n
k=1 k=1
=, =/

-) On a supposé que (uy)nen tend vers £. Par conséquent, la suite (u,) converge
vers 0.

D’aprés la question 1., on sait que la suite (v],) converge aussi vers 0.

Et puisque Vn € N*, v, = v}, + ¢, d’aprés les théorémes sur les limites de

sommes :
lim v, =/.
n——+0o00
Commentaires:
— Sivos notes tendent vers 20, votre moyenne aussi.

— Quand vous voulez appliquer le résultat de la question précédente d la suite (v))nen, justifiez
correctement que cette suite vérifie les conditions de la question et dites-le surtout!

£l RS

ap = Zsm(k‘) = Z sin(k) = Zlm (e’k)
k=1 k=0 k=0
n i(n+1)
:Im( (el)k =Im (lliez )carez#l
k

_ n+1 ntl
=Im (GZ% QZS,H.l 2 ) = sm( : )Im (622)
—278In 3 sin (5)
n+l
REC
sin (%) 2
Onen déduit:Vn € N ! isin(lﬂ) _ Ly 7)) sin <E> < l>< L
' o n pt " n| sin (%) 2/ = n sin (%)
1 1
Or, E X i (%) n~>+oo/ 0.
D’apreés le théoreme d’encadrement,
lim i in(k) = 0
n—1>1:I|—100 n 1 st o

commentaves: PeN1SCZ 4 dire que e £ 1111
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©) Si la réciproque du théoreme de Cesaro était vraie, on pourrait en déduire
que la suite (sm(n))w1 converge vers 0. Mais on sait que cette suite diverge.

La réciproque du théoreme de Cesaro est fausse.

Commentaires:

— Le contre-exemple usuel a la réciproque du théoreme de Cesdro est la suite ((71)”),”eN diver-
gente alors que sa moyenne converge vers 0 mais ¢’était moins intéressant pour moi que de
vous refaire calculer la somme des sinus.

— DPour que la réciproque soit vraie, il faut, en fait, renforcer les hypothéses sur la suite (up )nen.
Je vous en donne deux pour la culture seulement :

Si (un)nen est monotone, la réciprogue est vraie.

. 1 , . .
Siup —Up_1 = O <— alors la réciproque est vraie.

n—+oo n

II. Lemme de l’escalier

1| Soit (uy) une suite réelle telle que lim (upy1 — un) = £.

n—-+00

Posons, pour tout n € N*, s, = u,, — tUyp—1.

. o R R
Par hypothese, on a s,, —— ¢ donc, d’apres le théoreme de Cesaro, — E s, — /L.
n——+oo n o n——+oo

n n
N Up — Ug
Or, g Sp = E (up, — Ugp_1) = U, — ug entraine — l.
n n——+oo
k=1 k=1
. N Unp, Up — U Ug N Uo
Il reste juste a écrire que — = ——— + — et a remarquer que — —— 0 pour
n n n n—+oo

conclure avec les théorémes sur les limites de sommes :

. Uy , .

lim — =/¢. (Lemme de l’escalier)

n—4+oo N

Commentaires: u, désignant la hauteur d'un escalier a hauteur de marche variable, w41 — uy la

hauteur de la (n + 1) marche, le théoréme indique que si la hauteur de marche tend vers une valeur ¢,

alors la hauteur de 'escalier est équivalente d celle d’un escalier a hauteur de marche constante égale a .
Unp+1

2] Soit (un)nen une suite réelle a termes strictement positifs telle que lim =a
n—-+oo Unp,

un—i—l

Unp,

La suite ( ) est également a termes strictement positifs.
neN

Donc, passage a la limite, sa limite a est positive ou nulle.

Commentaires: Avant de composer par une fonction, pensez d vérifier que vous étes dans son domaine
de définition. Ici « strictement positifs ».

Posons Vn € N*, v, = Inwu, ce qui est 1égitime d’apres la remarque ci-dessus.
lim Un41

Sia>0: Ona{"7t>® Un

lim In(z) = In(a) par continuité de In en a.
r—a

un—i—l

— In(a).

Par composition des limites, In
Uy  n—+00

u
Or,VneN, In "t n (Upy1) — In (uy,) = Vpy1 — V.
Un,
D'ou, vp11 — v, — In(a).
n—-+4o0o
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) \ ) . (%
D’apres le lemme de 'escalier, — —— In(a).
n n—+oo

In(u,) = In (Vuy,).

lim In (/u,) = In(a)

v
Or,Vne N, ==
n

On a donc e
¢ — (@ — ¢ par continuité de exp en In(a).

z—In(a)

Par composition des limites, en(Vum) o

n—-+o0o
D’ou :
Uy, — aA.

n—-+o0o

Sia=0: le raisonnement est exactement le méme, en remplacant tous les In(a)
par —oo.
Commentaires: Pensez d citer la continuité de I'exponentielle avant de composer par elle sinon point de

limite ou pas la ot vous voudrez.

2n\» 2 2
3] k_)an:<n) :"(:)z{l/anenposantan:(s).

n
(2n + 2)!
2n+2 —
a1 _ (ain) _ (m412 _ (20+2)2n+1) 220 +1)
n!?
D’apres la question précédente, {/a, = 4,1.e.
n——+0o0
1
o\ 7
( ") — 4
n n——+oo
n Wnt B n"
b) bp = vV \/Bnenposantﬁn—m.
(n+1)"*!
n ! 1)n*t \"
g, fon _ (D (D™ f 1N
Bn n n*(n+1) n/) notoo

n!

D’apreés la question précédente, 1/, — e, i.e.
n——+0oo

n
W n—+o0o e
‘ 1 ,./(3n)! ./ (3n)! (3n)!
<2 nl \/n!n2” = V7 en posantyn = nln2n’

De méme que précédemment,
3n+3)!

V1 (n+1()!(n+1))2"+2 ~ (B3n+3)(3n+2)(3n+ 1)n*"

Yo e (n+1)(n+ 1)+2
3(3n+2)(3n+1) 27

2n n—-+o00 62.

(n+1)2(1+1)
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27
D’apreés la question précédente, /v, —— —, i.e.
preslaq p » VIn notoo €2’

1 ,/(3n)! 27
% -

n2 nl  notoo €2’
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