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[ Avalyse asymptotiue ]

On considére la fonction :
f: RR—— R
x
er —1

xT

Question préliminaire

Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 et préciser alors sa
valeur en 0.

On continuera de noter f le prolongement de f.
Déterminer le développement limité a I'ordre 2 en 0 de f.

En déduire la courbe représentative de f au voisinage de 0

Montrer que f établit une bijection de R sur un ensemble que l'on précisera.
Calcul des coefficients de Bernoulli

On admet que la fonction f est de classe ¥ sur R et on définit alors les nombres de
Bernoulli B,, par :
¥neN, B,=f®™0).

Déterminer By, B; et B,.

Ecrire le développement limité de f en 0 a 'ordre n en fonction des nombres de
Bernoulli.

On pose, pour tout réel z, g(z) = f(2x) + .

(=) Démontrer que g est une fonction paire.

() Exprimer en fonction des nombres de Bernoulli son développement limité a
l'ordre n € N et en déduire :

Vke N*7 B2k+1 =0.

Que vaut B3?

[8] () Enremarquant que pour tout réel z on a (¢” — 1) f(z) = x, démontrer que :

n

Vn e N*, Z (nzl)Bk:O.

k=0

(b) Préciser By, Bs et Bg.
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Alternance des signes des nombres B,
Vérifier que f est une solution sur R de ’équation différentielle :
oy + (x =1y +1y>=0.
On pose alors :
Ve eR, o¢)=zf(z)+ (x—1)f(z)+ (f(Jv))2

En dérivant 2n fois la fonction ¢, en déduire la relation :

n—1

2n
Vn>=2, (2n+41)By, =— Z ( )BQszn—2k~

k=1

En déduire que pour n € N*, By, est du signe de (—1)"".
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