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Géométrie - DL - Pol lyvémes

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Il est demandé d’encadrer les résultats des calculs et de numéroter les copies. Une attention toute
particuliére devra étre portée sur I’énoncé et le nom des théoremes utilisés. Toute affirmation,
méme correcte, sans justification sera survolée de la méme maniére et oubliée.

Aucun document n'est autorisé.
L'utilisation des calculatrices et de tout matériel électronique est interdite.

Siau cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur
la copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre

Exercice | : On munit le plan d'un repere orthonormé et on notera - le produit scalaire
de deux vecteurs.

1. Puissance d’un point par rapport a un cercle

Durant tout cet exercice, il est vivement conseillé de faire une figure au brouillon.

Soient C un cercle de centre O et de rayon R strictement positif et I un point du
plan.

Une droite D passant par I et sécante a C coupe C en A et en B.

On note A’ le symétrique de A par rapport a O.
__)
(=) Démontrer que IX-I8=IK 1A’ =10? — R%,

— gy . P N ..
La valeur TA - 1B est donc indépendante de la droite D sécante a C choisie. On note
dorénavant oc(1) ce nombre.

() Quelle information le signe de o¢(I) donne-t-il sur la position du point I?

2 oit I un point du plan tel que o¢ > 0, ensemble des points u plan
2] Soit I un point du pl 1 q I) >0, AT ble des points M du pl
vérifiant IM - OM = 0 et T un point de ANC.

(@) Quelle est la nature de A? Préciser ses éléments caractéristiques.
(1) Démontrer que oc(I) = IT?
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2. Axe radical de deux cercles.

Soient C et C' deux cercles de centres respectifs O et O’, distincts, de rayons respectifs R
et R’ strictement positifs.

On désigne par 2 le milieu du segment [OO'] et par A I'ensemble des points I du plan
vérifiant o¢(I) = oe(I).

s
[3] Démontrer que o¢(I) = o¢(I) <= 200’ Ol = R? — R™.

@ Soient I; et Iy deux points distincts de A. Démontrer que les droites (I;15) et
(O0') sont orthogonales.

@ Déterminer un point I, appartenant a A et (OO'). On pourra remarquer que

’ . fi g o s . > . s g _—_z

cela se traduit par OO" et QI colinéaires donc qu’il existe un réel X tel que 21y = NOO'.

(<) En déduire la nature de A que I'on appelle axe radical de C et C'.

Exercice 2:

[1] Résultat préliminaire : Soit (z,,) et (y,) deux suites de réels strictement positifs.

Montrer que siz, ~ y,ety, —— 1€ (RL\{1}) U {+o0} alors :
n—-+0o n—-+o00

In(z,) ~ In(y,).

n—+oo
[2] Pour tout n € N, on considere I’équation :
r+et=n (E,)

(@) Justifier que pour tout n € N, (E,) possede une unique solution z,, € R.
(t) Montrer que (), est croissante.

(<) En déduire la limite de (), et justifier que z, =0 (e*).
/ n—-+0oo

(@) Justifier que e™ ~ n et en déduire un équivalent de x,.

n—-+00
[3] Pour tout n € N, on pose y, = z, — In(n).

1 1
(2) En utilisant (E, ), Montrer que e’" = 1— L (ﬂ)
' n

n—-+00

(v) Déterminer la limite de (yy),,cy et en déduire un équivalent de e¥” — 1.

A l'aide des questions précédentes, montrer que :
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Probleme. 3 : Les différentes parties sont dans une large mesure indépendantes.

Pour une fonction continue f : [—1;1] — R, on notera ||f|lo = r?alxu |f(t)] (dont
te|—1;

I’existence est assurée par le préliminaire).

0. Résultats préliminaires :

Dans cette partie, pour P = Z a,X* € RX],onnoteP: [~1;1] ——> R

k=0 n
t P(t) =) at"
k=0

la fonction polynomiale associée sur [—1;1].

Si (P, Q) € R[X]? sont tels que V¢ € [—1:1], P(t) = Q(¢) montrer que P = Q.

Dans tout le probléme on confondra donc polyndme et fonction polynomiale
associée sur [—1;1].

[2] Si f estune fonction continue de [~1;1] dans R, justifier I'existence de n[qax] |f(®)].
te[—1;1

I. Polyndomes de Tchebychev :
Pour tout entier naturel n, on définit sur [—1;1] la fonction T,, par :
Ve e[-1;1], T,(z)= cos(narccos(x)).

Montrer que, Vn € N, T, est correctement définie sur [—1;1].

\ Soit n € N.
(@) Calculer T,,(1) et Ty, (—1).

(v) Montrer que T, (0) = {

(—1)™% sin est pair,

0 sinon.

Montrer que || T, ||, = 1.
[6] Calculer Tyet T,
[7] Soit n € N. Montrer que :
Vee[-1;1], Thio(x) =22T, 1 1(x) — Tp(x).

On pourra calculer T, 1o(z) + T, (2).
Calculer Ty et Ts.

[9] Montrer, par récurrence double, que pour tout n € N, T,, est une fonction polyno-
miale.
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[10] Pour tout n € N, déterminer le degré de T,, et son coefficient dominant.

Justifier que :
Vo e[0;m], T,(cos(h)) = cos(nb).

atteints.
(©) Alaide d’un développement limité, déterminer T/, (1).

Soit n € N. Montrer que :

Voe[-1;1], (1 —2*)T!(z) — 2T, +n*T,(z) = 0.

Soit n € N*.
(2) Résoudre sur [0; 7] I'équation cos(nf) = 0.
(v) En déduire que T, est scindé dans R et donner ses racines.
(<) Donner la factorisation de T, en produit de polynémes irréductibles dans
R[X].

(4) En utilisant les relations coefficients-racines d’un polynéme, montrer que :

2k + 1
I I cos (ﬂ) _ Snoi Sinestpair,

k=0 0 sinon.
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