Géeométrie - DL - Pol lyvémes ]

Commentaires: Comme disait Euclide en son temps :

Toute affirmation sans preuve pourra étre niée sans preuve !

— Cessez de confondre <= avec =!

— Ce serait bien que vous appreniez une bonne fois pour toute d conjuguer les verbes du deuxiéme groupe et a accorder
leur participe présent. Ca fait pitié en CPGE. Promis! On ne peut espérer faire des maths a bac +1 si on ne sait pas
faire du francais a CP+1!

On dit :
« Une fonction est définie », «un polyndme est défini» et « On définit ».
— En fait, méme remarque pour les participe passé du premier groupe.
— Méme chose pour le féminin des adjectifs et attributs comme « vrai» ou « vérifié » qui s’accordent avec UNE proposi-
tion.
— J'ai quand méme vu des efforts de justification. Ca commence a venir. C’est bien. At last!

Exercice | :
Partie 1 Puissance d’un point par rapport a un cercle

On trace la figure ci-apres pour illustrer la situation :

(+) Par construction, le point O est le milieu de [AA’] donc [AA'] est un diamétre de C.

De plus, on a egalement B qui appartient a C donc le triangle ABA’ est rectangle en
B. Il s’ensuit que A B et AB sont orthogonaux.

Par ailleurs, les points I, A et B sont tous sur D donc IA et ﬁ sont colinéaires.

— = - —=
On en déduit que IA et A'B sont orthogonaux donc IA - A'B = 0.

Dés lors, grace a la relation de Chasles, on écrit

—  — — — —
K- IB=IA - (IA + A'B) = IA - TA” + [K - A’'B = X - IA".
~——

=0
A nouveau, en utilisant la relation de Chasles, on obtient

— —
TR TA’ = (iG + OA) - (IG + OA") = (iG + OA) - (IG — OA) car OA — —OA”,

=10% — OA? = 10%? — RZ.

La valeur IA - IB = 10? — R? ne dépend que de I, O et R donc est indépendante de la
droite D sécante a C choisie.
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1) Onaoc(l) = 102 — R% donc

oc(I) >0 <= 10? >R? «= OI >R <= IestendehorsdeC,
oc(I) =0 <= 10? =R? <= Ol =R <= lestsurlecercleC,
oc(I) <0 <= I0? <R? <= OI <R <= Iestal'intérieur de C.

Le signe de o¢(I) permet de savoir si I est a I'intérieur, sur ou en dehors du cercle C.

— —
2] () Ensupposant que M soit distinct de I et O, si M vérifie IM - OM = 0 alors le triangle

IOM est rectangle en M. Il est donc inscrit dans le cercle de diameétre [IO]. Ceci est
également le cas si M coincide avec I ou O.

Réciproquement, posons €2 le milieu de [OI]. Si M appartient au cercle de diameétre
[O]] et distinct de O et de T alors I'angle (W ; W) qui intercepte I’arc Ol a pour angle

au centre <§i ; @) =T.
Finalement, (W,MS) = ((7[,@) =

1
. 2.
ou M = O conviennent aussi.

et ﬁ)/l . 6_1\71 = 0. Une nouvelle fois, M =1

s
2
. ) . =t 7 .
En conclusion, 'ensemble des points M tels que IM - OM = 0 est le cercle de dia-
meétre [O]].
Commentaires:
— On pouvait aussi utiliser la caractérisation du cours ou refaire les calculs mais c’est moins joli.
— Et pour tous ceux qui m’ont démontré cela en utilisant des coordonnées, ot est votre repére qui vous
permettait de faire cela?
— Enappelant C' le cercle de diamétre [O1], A est aussi ensemble des points M du plan tels que o¢/ (M) = 0.
En soi, cette question pouvait donc étre vue comme une réciproque d la question 1J)

1) On trace la figure ci-apres pour illustrer la situation.

Le point T appartient au cercle A dont un diametre est [OI] donc le triangle OIT est
rectangle en T.

D’aprés le théoréme de Pythagore, on a OI* = OT? + IT? «= IT? = OI* — OT2
Comme T qui appartient également a C alors OT = R.
Finalement, IT? = OI* — R? = o¢(I).
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Partie 2 Axe radical de deux cercles.

3] On utilise la condition sur les points I et la sempiternelle relation de Chasles alliées a la
bilinéarité du produit scalaire :

102 . R2 — Iol2 _ R/2

O’c(I) = ocr (I) —
— —
= 1610 - 10 -10' = R? - R”?
- -
— 1010 — (I0 + 00') - (I8 + 00") = R? — R”?
e —210-00' - 00 - 00’ = R — R”?
— 26+ 00)-00' — 00’ - 00" = R? — R
e
— (201 + 200 — 00")- 00" = R — R?, (linéarité a droite de -)
T
=0
—
« 20f-00'=R? —R? car Qest le milieu de [00],
—
<~ 200" Of = R? - R”? par symétrie du produit scalaire.
- -
4] (+) Grace a la question précédente, on a 20 = KE} = R%? — R et 200 - KE} = R? - R"”
donc
- -
00’ - Ty = 00’ - O,

Ce qui se réécrit

— —
00" - QI; — 00" - QI, =0

3l

—
I -

|

2

L)
)

|

(@ 0
(@ 0

o
<

I +

|
=

[ —
)

Dl =

|

—
et IoI; sont orthogonaux

1111

I
00') et (I;I5) sont orthogonales.

Q

. . / /2 = e s s . . .
») Soit Ip un point de (O0O’). Les vecteurs OO’ et Q2 sont alors colinéaires i.e. il existe
& o
A € R tel que QIp = A\0OO'.

Dés lors, on a

Par conséquent, le scalaire A est bien défini et, pour cette valeur, le point Iy défini par
= e N

QIp = AOO’ appartient a A.

On a bien trouvé un point de A N (OO’) qui est donc non vide.

<) D’apres les équivalences des questions precédentes, A est la droite orthogonale a
(O0’) passant par .
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Puisque z, ~ ypety, —— 1€ (R*\{1})U {+o0}, on en déduit déja qu’il existe un
1] Puisq Y n + jaq
n—-+0oo n—-+00
rang N € N tel que z,, > 0, y, > 0 et y,, # 1 pour tout n > N.
De plus, pour tout n > N, In (y,,) # 0 et

o) _ In (yn) + In <§—:> .

In (yn) In (y,) In (y,)

i () In (z,)

. n 7 . . n

Comme lim ——% =0,onendéduitque lim ——= =1letln(z,) ~ In(yn).
n—+oo In (yp) n—+o0 In (yy,) n—+00

Commentaires:

Apparemment, il est important de rappeler que les équivalents comme les o () ou les O () ne sont pas compa-

tibles avec la composition a gauche mais seulement a droite. .. d’'ou 'intérét de la question.

Je crois que tous ceux qui ont affirmé haut et fort que : «x,, ~  yp alors en composant par lnona ...»
n o]

—+o0
n'ont pas vu la subtilité. Presque tous en fait ! sic!
Votre main gauche n’est pas votre main droite. C'est pareil pour la composition !
— Il ne suffisait pas de dire que (Tn)nen et (Yn)nen convergeaient vers une méme limite strictement positive et
différente de 1 pour pouvoir conclure qu’on pouvait composer par ln. La question était justement de prouver
qu’on pouvait le faire dans ce cas.

— Dans la méme idée, ce n’est pas parce que lim w, = lim v, que l'on peut en déduire u, ~  vy.
n——+oo n——+oo n—-+oo
. PP 1 . 1 1 1
Pour étre plus précis, lim — = lim — = 0et pourtant — g™ —-
n—+oo N n—-—4oo nz n n TLZ

2| (=) Posons g la fonction définie sur R par g(z) = = + €.

La fonction g est continue, dérivable sur R et, pour tout z € R, ¢'(z) = 1 +¢€* > 0.
Donc g est strictement croissante.
La fonction g est donc continue et strictement croissante sur R, elle réalise donc une
bijection de R sur I'intervalle g(R) = Rcar lim g(z)= +oo.

r—Eo0
Pour tout n € N C R, n a donc un unique antécédent z,, par g.

En d’autres termes, I’équation (E,) possede une unique solution z,, € R pour tout
n € N.

v) Pourtoutn €N, g(z,) =n <n+1=g(zns1)
Comme Puisque g est strictement croissante, on en déduit z,, < ,41 et donc (zy,),,cn
est strictement croissante.

<) La suite (x,),cy est croissante, alors soit elle est majorée et elle converge vers une
limite finie, soit elle n’est pas majorée et elle diverge vers +ooc.
Supposons que (Z),,cy converge vers une limite finie £. Alors en passant a la limite
dans g (z,,) = n, on obtient que lim g (z,) = +o0.
Or, g est continue et lim g (z,,) = g(¢) qui est finie, d’ou une contradiction.

Ainsi on peut conclure que lim =z, = 4o0.

n—-+00
Enfin,z = o(e”)entrainez, = of(e"").
T—+00 n——+00
1) Comme z, + ™ =n <= " —n=-x, = o(e™)alorse™ ~ n.

n—-4o0o n—-+4o00

En utilisant la question préliminaire, on peut prendre le logarithme dans ces équiva-

lents :
Tn o~ In(n).
3] (2) Tout d’abord puisque z, et In(n), on a y, T T In(n) i © (In(n)).
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On remplace dans (E,) :

oUn — con—ln(n) _ e _mn—xn  _ n— In(n) + o (In(n)) _ 1—M+o <1n(n)> .

n n n—-+oo n n——+oo n n

In(n) _o

») Par les croissances comparées, lim
e n—+oo N

Ainsi, on obtient avec la question précédente lim e’" =1, soit encore lim y, =0

n—+00 n—-+o00
ety = o(1).
" n—+00 ( )

Comme enfine“ —1 ~ wu,onendéduitquee’ —1 ~ y,.
u—0 n——+o00

4] Drapres les questions précédentes, on a:

In(n
e -1 ~ gy, et eMm—-1 ~ -— ()
n—4o0o n—4o0o n
R o In(n) , . ..
Par transitivité de I’équivalence, on en déduit donc que y, S c’est a dire
n—-+oQ n

In(n 1
Yn = ——( ) +o0 <—n(n)> .
n——+oo n n
Finalement, on obtient :

1 1
T = In(n) + yn lnn—M—i—o(M).
n n n

0. Résultats préliminaires :

1| Posons R =P — Q. Pourt € [-1;1], R(t) = P(t) — Q(t) = 0, donc R admet une infinité de
racines (tout élément de [—1;1]).

OnadoncR=0etP=Q.

Commentaires: P et Q ne sont pas des polynémes mais des fonctions polynomiales donc on ne peut se servir de
I'équivalence « Polyndmes égaux <= Coefficients égaux » par contre ce sont elles qui donnent les racines de P/:Z)
en nombre infini.

2| Lafonction g = |f| est continue sur le segment [—1;1] comme composée de fonctions qui

le sont. Elle est donc bornée et atteint ses bornes, en particulier son maximum.

Ceci justifie l’existence de max} |f(t)].
t .

I. Polynomes de Tchebychev :
3] La fonction arccos étant définie sur [—~1;1] a valeurs dans R et cos sur R, par composition
T,, est défini sur [—1;1].
Commentaires: Remarquez que la seule restriction du domaine de définition arrive de arccos. Il eiit été autrement
plus difficile de justifier que arccos (ncos(z)) était définie sur R puisqu’il aurait fallu justifier que ncos était a
valeurs dans [—1; 1]. Le domaine de définition aurait alors été dépendant de n € N.

4] (+) Comme arccos(1) = 0 et arccos(—1) =m,ona:

Tp(l)=1 et Tp(—1)=cos(nm) = (—1)".

—12 g i
») Comme arccos(0) = T alors T,,(0) = cos <n—> ] =D sim est pair,
‘ 2 0 sinon.
5] Soitn eN.

— On sait que pour tout z € [—1;1],|T,(z)| = | cos(narccos(x))| < 1 donc || T, |, < 1.
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— De plus, |T,,(1)| = 1 donc || T, |, > 1.
Finalement, on obtient || T, ||, = 1.

Commentaires: Dire que cos était d valeurs dans [—1;1] suffit simplement a conclure que | Ty < 1. Pour
Iégalité, il fallait aussi montrer que ce sup / max était atteint. En 1 par exemple en vous servant justement de la
question juste au-dessus.

o Soitx € [-1;1]. Ona To(z) =cos(0) =1 et Ti(z)= cos(arccosz) = x.

Commentaires: Remarquez bien que si on avait eu Tr(xz) = arccos (ncos(x)), on n'aurait pas du tout eu
T1(x) = arccos (cos(x)) = x pour tout x! Les maths sont bien faites!

Soientn € Netz € [-1;1].

Z

Tpi2(z) + Ty (x) = cos((n + 2) arccos(x)) + cos(arccos(x))
— 9cos ((n + 2) arccos(z) + n arccos(x)) o ((n + 2) arccos(z) — n arccos(x))

2 2
= 2cos((n + 1) arccos(x)) cos(arccos(x))

= 22T, 4+1(z), ce qui donne le résultat.
8] Soitw € [-1;1].
D’apres la formule de récurrence précédente :
Ty(z) = 22T (z) — To(z) = 222 — 1

et
Ts(z) = 22T (z) — T1(z) = 2 (22° — 2) — x = 42° — 3a.

Posons P(n) : « T), est une fonction polynomiale ».

2

— Clestbienlecas pour Top: x—— 1let T : x — z.
— Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies.

Alors, puisque pour tout € [—1;1],Tpio(x) = 22T 41(x) — Tp(x), on peut affir-
mer que T, 19 est bien une fonction polynomiale (car somme et produit de fonctions
polynomiales. La propriété est héréditaire.

— Conclusion, pour tout n € N, T, est une fonction polynomiale.

10| Montrons par récurrence d’ordre 2 sur n € N* la propriété : Q(n) :

«deg (T,) = n et que le coefficient dominant de T,, est 2"~ 1. »

On notera CD (T),,), le coefficient dominant de T),.
— Pourn =1, T; = X donc deg (T;) =1et CD(T;) =1=2°
Pour n = 2, Ty = 2X? — 1 donc deg (Ty) = 2 et CD (Ty) = 2 = 2*71,

Ainsi P(1) et P(2) sont vraies.
— Soit n € N*. Supposons que Q(n) et Q(n + 1) sont vraies.

Ona Tyq9 =2XT, 41 — T, donc deg (Ty42) = deg (2XT),41 — Ty).
Or, deg (T,,) = n < deg (2XT,,) = deg(X) + deg (T+1) =n + 2.
Ainsi, deg (Ty42) = deg (2XT),) =n + 2

De plus, comme deg (T,) < deg (2XT),+1)), le coefficient dominant de T, 12 est celui
du polyndéme 2XT,, ;.

Or,ona:
CD (Tpy2) = CD (2XT,41) = 2CD (XT,,41) = 2CD (T, 11) = 2 x 2™ = 27+,

Ainsi, P(n + 2) est vraie et la propriété est héréditaire.
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— En conclusion, pour tout n € N*, deg (T,,) = n et CD(T,) = 2""1.
De plus, deg (To) = 0 et CD (Tp) = 1 et Q(0) est également vraie.
11| Comme 6 € [0;7], arccos(cos(0)) = 0 et Ty, (cos(f))) = cos(n arccos(cos(f))) = cos(nf).
12| () Pour tout 0 de R, et pour tout n de N, on a Ty, (cos(#)) = cos(nfl). Expression entre
fonctions dérivables sur R (un polynome et un cos).
On dérive cette égalité par rapport a 6 et on obtient : sin(6) T}, (cos(#)) = nsin(nf).

n sin(nd)

En particulier, pour tout # de ]0; 7[ et n de N, sin(6) # 0 et on a T),(cos(6)) = sin(0)
in
v) Sur 057,

T, (cos(f)) =0 < sin(nf) =0 et sin(f) # 0 (condition assurée sur |0;7[)
— ez% [x] et 0 €]0;x]

k
= 3ke[[1;n—1]],0:%.

k

Le polyndmes T, de degré n — 1 posséde donc n — 1 racines y; = cos <—7T) pour
n

k € [1;n — 1]. Ce sont donc les seules et elles sont distinctes donc simples.

Le polyndme T), change donc de signe en chacune d’elles et T,, y présente donc un
extremum :

km

vk e [l;n—1], Tu(ys) = Tn <cos (7» = cos(kr) = (~1)".

Commentaires:
— On redémontre ici que | Tn|oc = 1.
— Bien peu (personne, sic!) m’auront démontré que les yi, étaient effectivement des extrema. L'annulation
de la dérivée ne suffit pas et ne fait de ces points que des points critiques!
<) Comme gim cos(f) = 1, il suffit de trouver un équivalent de T,,(cos(f)) pour § — 0.
) —0
n sin(n) n20 9
" sin(d) 6—0 6
. / _ 2 . . / 12 A
Donc ilﬂm1 T, (xr) = n* qui est aussi la valeur de T}, (1) car T,, est un polyndme donc
continue sur R.

15| 1l suffit de dériver deux fois I'expression de | 11] :

V6 e R, T,(cos(f)) = cos(nb)
sin(0) T/, (cos(f)) = nsin(nd)
—sin?(0)T” (cos(6)) + cos(8)T!,(cos(8)) = n>T,(cos(h))
(1 — cos?(0)) T (cos(8)) — cos(8) T, (cos(#)) + n>Tp(cos(f)) = 0

Quand 6 parcourt R, z = cos(#) parcourt [—1;1] donc:

Ve [-1;1], (1 —2)T/(z) — 2T, + n*T,(x) = 0.
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14 (1) Soitf € [0;7m].Ona:

™

cos(nf) =0 <= TLHEE[T(']
— +km
<— dke€Z,0= 2
n
2 1
<— dke€Z,0= (2k + D)m
2n
2k +1
= EIk:E[[O;n—l]],H:u carf € [0; 7]

Ainsi, I’ensemble solution est :

$= (B0 o).

») On sait que pour tout 0 € [0; 7], Ty, (cos(0)) = cos(nf).

Ainsi, d’apres la question précédente, pour tout k € [0;n — 1],

1 s (Z07))

2k+1
u> avec k € [0;n — 1] sont racines de T,.

L p—
es T = cos ( o™

2k + 1)m

Or, pour k € [0;n], les sont des éléments deux a deux distincts de [0; 7],

intervalle sur le quel cos est injective (car strictement décroissante). Les racines xy,
sont donc au nombre de n = deg (T},). On les a donc toutes et T, est scindé sur R (ses
n racines sont bien réelles).

<) Comme le coefficient dominant de T, est 2"~1 (par la question précédente) la forme

factorisée de T,, est :
n—1
one1 (2k+ )7
T, =2 kl:[()(X—cos<T )

4) On utilise les relations coefficients racines dont celle qui donne le produit des racines

—1)"/2 g '
avec T,,(0) = { (=1)"7 sin est pair, et CD (T,) =2""1:

0 sinon.
n—1 _1)n/2
% +1 ( , -
H cos <( 2‘; )7T> _ o1 Sin est pair
k=0 0 sinon.
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