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Géométrie de l’espace & Espaces vectoriels

Exercice 1 :

1 a Une équation cartésienne du planPm est x+my−mz = 1 donc le vecteur ~nm





1
m
−m





est un vecteur normal de Pm.
Par ailleurs, la droite D est définie comme intersection de deux plans dont des équa-

tions cartésiennes sont y − z = 0 et x − 1 = 0 et dont les vecteurs ~n1





0
1
−1



 et

~n2





1
0
0



 en sont des vecteurs normaux respectifs.

Par conséquent, ~u





0
−1
−1



 = ~n1 ∧ ~n2 est un vecteur directeur de D.

Le vecteur−~u





0
1
1



 est également un vecteur directeur deD. Il est clair que le point






1

0

0




 appartient aux deux plans donc à D.

Commentaires: Une autre méthode moins jolie mais plus efficace est de résoudre le système cartésien :

M







x

y

z






∈ D ⇐⇒

{

x = 1

y = z
⇐⇒











x = 1

y = y

z = y

⇐⇒ M ∈







1

0

0






+ vect













0

1

1












.

On retrouve directement un point et un vecteur directeur.

b Soientm ∈ R et M





xM
yM
zM



 un point de la droite D.

Par définition de D, on a

{

yM = zM

xM = 1
de quoi l’on tire immédiatement

xM +myM −mzM = 1.

Par conséquent,M appartient au plan Pm et la droiteD est contenue dans le plan Pm.

Commentaires: Montrer que







1

0

0






∈ Pm et







0

1

1






⊥

−→
n m pour tout m ∈ R convient aussi.

2 a Les coordonnées de ~a dans le repère orthonormé direct (O,~i,~j,~k) sont





1
1
1



. Par

conséquent, les coordonnées de ~rm = ~nm ∧ ~a sont





2m
−1−m
1−m



.

On remarque immédiatement que ~rm 6= ~0 (il y a toujours au moins une coordonnée
non nulle) donc ~nm et ~a sont non colinéaires et la droite D′ n’est pas orthogonale à
Pm.
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b Par définition deRm, les vecteurs non colinéaires ~nm et ~a sont des vecteurs directeurs
de Rm.

Par ailleurs, commeRm contientD′ qui passe parO, on en déduit queRm = O+vect (~nm,~a).

Le vecteur ~rm = ~nm∧~a se retrouve être un vecteur normal deRm qui a pour équation

2mx− (m+ 1)y + (1−m)z + d = 0, d ∈ R.

Comme O(0 ; 0 ; 0) ∈ Rm, on trouve immédiatement d = 0.

Finalement,
Rm : 2mx− (m+ 1)y + (1−m)z = 0.

3 Soit m ∈ R. Les coordonnées





xI
yI
zI



 de Im vérifient les équations cartésiennes des plans

Pm, Q et Rm donc sont solutions du système :







yI + zI = 0

xI +myI −mzI = 1

2mxI − (m+ 1)yI + (1−m)zI = 0

⇐⇒







zI = −yI

xI = 1− 2myI

2m(1− 2myI)− (m+ 1)yI + (m− 1)yI = 0

⇐⇒







zI = −yI

xI = 1− 2myI

yI =
m

1 + 2m2

⇐⇒







xI =
1

1 + 2m2

yI =
m

1 + 2m2

zI = −
m

1 + 2m2
.

Donc, I =
1

1 + 2m2






1
m

−m




.

4 L’équation x2 + y2 + z2 = x se réécrit

x2 + y2 + z2 = x ⇐⇒ x2 − x+ y2 + z2 = 0 ⇐⇒

(

x−
1

2

)2

−
1

4
+ y2 + z2 = 0

⇐⇒

(

x−
1

2

)2

+ y2 + z2 =

(
1

2

)2

.

Par conséquent, l’ensemble S est la sphère de centre Ω





1/2
0
0



 et de rayon
1

2
.

5 En reprenant le résultat de la question 3, on obtient que les coordonnées





xI
yI
zI



 de Im

vérifient

x2I +y2I +z2I =

(
1

1 + 2m2

)2

+

(
m

1 + 2m2

)2

+

(

−
m

1 + 2m2

)2

=
1 + 2m2

(1 + 2m2)2
=

1

1 + 2m2
= xI.

Par conséquent, le point Im appartient à S.

Par ailleurs, les coordonnées de Ω vérifient l’équation cartésienne de Q donc le centre de
la sphère Ω appartient à Q.

On en déduit que Q est sécant avec la sphère en un cercle, dit équatorial.

Comme le point Im appartient également au planQ d’après la question 3 , il appartient à

ce cercle qui est donc le cercle de centre Ω et de rayon
1

2
, celui de la sphère.
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6 a SoitM0





x0
y0
z0



 ∈ E . On détermine quels sont les plans Pm contenantM0 :

M0 ∈ Pm ⇐⇒ x0 +my0 −mz0 = 1 ⇐⇒ m(y0 − z0) = 1− x0

⇐⇒







m =
1− x0
y0 − z0

si y0 − z0 6= 0

m quelconque si y0 − z0 = 0 et x0 = 1, ie si M0 ∈ D

impossible si y0 − z0 = 0 et x0 6= 1

.

Autrement dit, on aM qui appartient à un unique planPm si et seulement si y0−z0 6= 0.

Par conséquent, l’ensembleF des points de E qui appartiennent à un unique plan Pm

est l’ensemble des points de E qui n’appartiennent pas au plan d’équation y − z = 0.

b D’après les résultats de la question précédente, l’ensemble des points de E qui appar-
tiennent à plusieurs plans Pm est la droite D.

Par conséquent, la réunion des plans Pm lorsque m décrit R est l’ensemble F ∪D.

Problème 2 :

Partie 1

1 Soient u = (x, y) ∈ R
2, v = (x′, y′) ∈ R

2 et (α, β) ∈ R
2.

On a αu+ βv = (αx+ βx, αy + βy′).

Dès lors, on a :

f(αu+ βv) =f(αx+ βx′, αy + βy′) = (2(αx + βx′)− 4(αy + βy′),−3(αx + βx′) + 6(αy + βy′))

=(α(2x − 4y) + β(2x′ − 4y′), α(−3x + 6y) + β(−3x′ + 6y′))

=α(2x − 4y,−3x+ 6y) + β(2x′ − 4y′,−3x′ + 6y′)

=αf(x, y) + βf(x′, y′) = αf(u) + βf(v)

et

g(αu + βv) =g(αx+ βx′, αy + βy′) = (2(αx + βx′)− 2(αy + βy′), (αx+ βx′)− (αy + βy′))

=(α(2x− 2y) + β(2x′ − 2y′), α(x − y) + β(x′ − y′))

=α(2x− 2y, x− y) + β(2x′ − 2y′, x′ − y′)

=αg(x, y) + βg(x′, y′) = αg(u) + βg(v).

Les fonctions f et g sont donc linéaires.

2 Soit w = (x, y) ∈ R
2.

On a :

w ∈ ker (f) ⇐⇒ f(w) = 0 ⇐⇒ (2x− 4y,−3x+ 6y) = (0, 0)

⇐⇒

{

2x− 4y = 0

−3x+ 6y = 0
⇐⇒ x = 2y

⇐⇒ w = (2y, y) = y(2, 1) ⇐⇒ w ∈ Vect((2, 1)).

En posant u = (2, 1) ∈ R
2, on obtient ker (f) = Vect(u).

3 On remarque d’ores et déjà que, pour tout (x, y) ∈ R
2, on a

f(x, y) = (2(x− 2y),−3(x − 2y)) = (x− 2y) · (2,−3).

Donc, en posant v = (2,−3), on a Im (f) ⊂ Vect(v).

F. PUCCI 3 PTSI Vinci - 2023



C`o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl D`e›vˆo˘i˚rffl `e›nffl ˚t´e›m¯p¯s ˜lˇi˜b˘r`e ”nffl`o 23

Soit w ∈ Vect(v). Il existe λ ∈ R tel que w = (2λ,−3λ).

On peut écrire :
w = (2λ,−3λ) = f(λ, 0) donc w ∈ Im(f).

Ainsi Vect(v) ⊂ Im (f) et par double inclusion, on obtient Im (f) = Vect(v).

4 Soit (x, y) ∈ R
2.

On a :

f ◦ g ◦ f(x, y) = f ◦ g(f(x, y)) = f ◦ g(2x − 4y,−3x+ 6y) = f(g(2x− 4y,−3x+ 6y))

= f(2(2x− 4y)− 2(−3x+ 6y), (2x − 4y)− (−3x+ 6y)) = f(10x− 20y, 5x − 10y)

= (2(10x − 20y) − 4(5x− 10y),−3(10x − 20y) + 6(5x − 10y))

= (0, 0)

donc f ◦ g ◦ f = 0L(R2),i.e. g appartient à Af .

Partie 2

1 Soient (h1, h2) ∈ L(F,E)2 et (λ1, λ2) ∈ R
2.

La fonction f étant linéaire, on a :

Tf (λ1 · h1 + λ2 · h2) = f ◦ (λ1 · h1 + λ2 · h2) ◦ f = f ◦ (λ1 · h1 ◦ f + λ2 · h2 ◦ f)

= λ1 · f ◦ h1 ◦ f + λ2 · f ◦ h2 ◦ f

= λ1 · Tf (h1) + λ2 · Tf (h2).

Par conséquent, l’application Tf est une application linéaire.

2 Af = ker (Tf ) donc Af est un sous-espace vectoriel de L(F,E) en tant que noyau d’une

application linéaire.

3 a Soit h ∈ Bf donc Im (f) ⊂ ker (h). Pour tout x ∈ E, on a f(x) ∈ Im (f) ⊂ ker (h) donc

h ◦ f(x) = h(f(x)) = 0 puis f ◦ h ◦ f(x) = f(h ◦ f(x)) = f(0) = 0.

Par conséquent, l’application f ◦ h ◦ f est la fonction nulle, i.e. f ◦ h ◦ f = 0.

Il s’ensuit h ∈ Af de quoi l’on déduit Bf ⊂ Af .

b On a déjà montré lors de la question précédente Bf ⊂ Af .

Onmontremaintenant l’inclusionAf ⊂ Bf sous l’hypothèse f injective, i.e. ker (f) = {0}.

Soit h ∈ Af . Montrons que Im (f) ⊂ ker (h).

Soit y ∈ Im (f). Il existe x ∈ E tel que y = f(x). Dès lors,

f(h(y)) = f(h(f(x))) = f ◦ h ◦ f(x) = 0 car h ∈ Af .

On obtient h(y) ∈ ker (f). La fonction f étant injective, on a ker (f) = {0} donc
h(y) = 0, ie y ∈ ker (h). Il s’ensuit Im (f) ⊂ ker (h), autrement dit h ∈ Bf .

Par double inclusion, si f est injective, on a Af = Bf .

4 a Soit h ∈ Cf , ie Im (h) ⊂ ker (f). Pour tout y ∈ F, on a h(y) ∈ Im (h) ⊂ ker (f), donc

f ◦ h(y) = f(h(y)) = 0. Dès lors, pour tout x ∈ E, on a

f ◦ h ◦ f(x) = f ◦ h(f(x)
︸︷︷︸

∈F

) = 0.

Par conséquent, l’application f ◦ h ◦ f est la fonction nulle, ie f ◦ h ◦ f = 0. Il s’ensuit
h ∈ Af de quoi l’on déduit Cf ⊂ Af .
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b On a déjà montré lors de la question précédente Cf ⊂ Af . On montre maintenant
l’inclusion Af ⊂ Cf sous l’hypothèse f surjective.

Soit h ∈ Af . Montrons que Im (h) ⊂ ker (f). Soit x ∈ Im (h). Il existe y ∈ F tel que
x = h(y). On a y ∈ F et f surjective donc il existe x′ ∈ E tel que y = f(x′). Dès lors,

f(x) = f(h(y)) = f(h(f(x′))) = f ◦ h ◦ f(x′) = 0 car h ∈ Af .

On obtient ainsi x ∈ ker (f). Il s’ensuit Im (h) ⊂ ker (f), autrement dit h ∈ Cf .

Par double inclusion, si f est surjective, on a Af = Bf .

5 Si f est bijective alors il existe f−1 ∈ L(F,E) tel que f ◦ f−1 = IdF et f−1 ◦ f = IdE.

On définit alors
Tf−1 : L(E,F) L(F,E)

h f−1 ◦ h ◦ f−1.

Dès lors, on a Tf ◦ Tf−1 : L(E,F) → L(E,F) et pour tout h ∈ L(E,F), on a

Tf ◦ Tf−1(h) = Tf (f
−1 ◦ h ◦ f−1) = f ◦ (f−1 ◦ h ◦ f−1) ◦ f = (f ◦ f−1) ◦ h ◦ (f−1 ◦ f)

= IdF ◦ h ◦ IdE = h

donc Tf ◦ Tf−1 = IdL(E,F). De même, pour tout h ∈ L(F,E), on a

Tf−1 ◦ Tf (h) = Tf−1(f ◦ h ◦ f) = f−1 ◦ (f ◦ h ◦ f) ◦ f−1 = (f−1 ◦ f) ◦ h ◦ (f ◦ f−1)

= IdE ◦ h ◦ IdF = h

donc Tf−1 ◦ Tf = IdL(F,E). Par conséquent, Tf est une application bijective.

Partie 3

1 Le noyau et l’image d’une application linéaire étant des espaces vectoriels, on déduit que

Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels de F.

2 Méthode 1 :

— On montre Im (f) ∩ ker (g) = {0}.

Soit y ∈ Im (f)∩ker (g). On a y ∈ Im (f) donc il existe x ∈ E tel que y = f(x). De
plus, on a y ∈ ker (g) donc g(y) = 0. Alors

y = f(x) = f ◦ g ◦ f(x) = f ◦ g(f(x)) = f ◦ g(y) = f(g(y)) = f(0) = 0.

Ainsi, on obtient Im (f) ∩ ker (g) ⊂ {0}. L’inclusion {0} ⊂ Im (f) ∩ ker (g) étant
toujours vraie, il vient par double inclusion Im (f) ∩ ker (g) = {0}.

— On montre Im (f) + ker (g) = F. Soit y ∈ F.

Analyse : Supposons qu’il existe b ∈ Im (f) et b′ ∈ ker (g) tel que y = b+ b′.

On a b ∈ Im (f) donc il existe a ∈ E tel que b = f(a).

Dès lors,

b = f(a) = f ◦g◦f(a) = f(g(y−b′)) = f(g(y))−f(g(b′)) = f(g(y))−0 = f ◦g(x)

car b′ ∈ ker (g)

puis b′ = y − b = y − f ◦ g(y).

Synthèse : On pose b = f ◦ g(y) et b′ = y − f ◦ g(y).

Ce faisant :
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— on a b+ b′ = f ◦ g(y) + y − f ◦ g(y) = y,

— on a b = f ◦ g(y) = f(g(y)) ∈ Im (f),

— on a g(b′) = g(y − f ◦ g(y)) = g(y) − g ◦ f ◦ g(y) = g(y) − g(y) = 0 donc
b′ ∈ ker (g).

Par conséquent, on a y ∈ Im (f) + ker (g) puis F ⊂ Im (f) + ker (g).

Par ailleurs, Im (f) et ker (g) étant des sous-espaces vectoriels de F, on a égale-
ment Im (f) + ker (g) ⊂ F.

Par double inclusion, il vient Im (f) + ker (g) = F.

— On a ainsi Im (f)+ker (g) = F et Im (f)∩ker (g) = {0} donc Im (f)⊕ker (g) = F.

Autrement dit, Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F.

Méthode 2 :

— L’application f ◦ g : F → F est linéaire en tant que composée d’applications
linéaires et de plus, elle vérifie

(f ◦ g) ◦ (f ◦ g) = (f ◦ g ◦ f) ◦ g = f ◦ g.

Par conséquent, l’endomorphisme f ◦g est la projection sur Im (f ◦g) de direction
ker (f ◦ g).

En particulier, les sous-espaces vectoriels Im (f ◦ g) et ker (f ◦ g) sont supplémen-
taires dans F, ie Im (f ◦ g)⊕ ker (f ◦ g) = F.

— On montre que Im (f ◦ g) = Im (f). On a toujours Im (f ◦ g) ⊂ Im (f). Récipro-
quement, si y ∈ Im (f), il existe x ∈ E tel que y = f(x). Sachant que f = f ◦ g ◦ f ,
il vient

y = f(x) = f ◦ g ◦ f(x) = f ◦ g(f(x)) ∈ Im (f ◦ g).

Ainsi, on a Im (f) ⊂ Im (f ◦g). Par double inclusion, on obtient Im (f) = Im (f ◦g).

— On montre que ker (f ◦ g) = ker (g).

On a toujours ker (g) ⊂ ker (f ◦ g).

Réciproquement, soit x ∈ ker (f ◦ g) ie f ◦ g(x) = 0F. Sachant que g = g ◦ f ◦ g,
on a :

g(x) = g ◦ f ◦ g(x) = g(f ◦ g(x)) = g(0F) = 0E donc x ∈ ker (g).

On a ainsi ker (f◦g) ⊂ ker (g). Par double inclusion, on obtient ker (g) = ker (f◦g).

— Par conséquent, on a Im (f◦g)⊕ker (f◦g) = F, Im (f) = Im (f◦g) et ker (g) = ker (f◦g)
donc

Im (f)⊕ ker (g) = F.
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