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1
1] () Une équation cartésienne du plan Py, est z+my—mz = 1 donc le vecteur 7, m
—m
est un vecteur normal de P,,.
Par ailleurs, la droite D est définie comme intersection de deux plans dont des équa-

0
tions cartésiennes sont y — z = 0 et z — 1 = 0 et dont les vecteurs 7; 1 et
-1
1
fia | 0 | en sont des vecteurs normaux respectifs.
0
0
Par conséquent, | —1 = 711 A Tlp est un vecteur directeur de D.
-1
0
Le vecteur —u [ 1 | estégalement un vecteur directeur de D. Il est clair que le point
1
1
0 | appartient aux deux plans donca D.
0
Commentaires: Une autre méthode moins jolie mais plus efficace est de résoudre le systéme cartésien :
T 1 rz= 1 1 0
M|y ED(:>{‘L = {y= y <= Me | 0| +vect| |1
y=z
z z= Yy 0 1

On retrouve directement un point et un vecteur directeur.

TM
1) Soientm € Ret M | ym | un point de la droite D.
M

YmM =
N =

Par définition de D, on a { de quoi l'on tire immédiatement

M+ mym — may = 1.

Par conséquent, M appartient au plan P, et la droite D est contenue dans le plan Pp,.

1 0
Commentaires: Montrerque | 0| € Pmoet [ 1] L T m pour tout m € R convient aussi.
0 1
1
2] () Les coordonnées de a dans le repere orthonormé direct (0,17, 7, E) sont | 1 |.Par
1
2m
conséquent, les coordonnées de 7, = 1i,, Adsont [ —1—m
1-m

On remarque immeédiatement que 7, # 0 (il y a toujours au moins une coordonnée
non nulle) donc 7, et @ sont non colinéaires et la droite D’ n’est pas orthogonale a
P
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-) Par définition de Ry, les vecteurs non colinéaires 7i,, et @ sont des vecteurs directeurs
de R,.

Par ailleurs, comme R,,, contient D’ qui passe par O, on en déduit que R,,, = O+vect (7i,, @).

Le vecteur 7, = 7i,, Ad se retrouve étre un vecteur normal de R, qui a pour équation
2mz — (m+1y+ (1 —m)z+d=0, deR.

Comme O (0;0;0) € Ry, on trouve immédiatement d = 0.

Finalement,
R : 2mx—(m+1)y+ (1 —m)z=0.
1
Soit m € R. Les coordonnées | yr | de I, vérifient les équations cartésiennes des plans
21

P, Q et Ry, donc sont solutions du systéme :

yr+2z1=0 2= Y1
1+ myr —mzr =1 — Sx1=1-2myp
2mzr — (m~+ Dyr+ (1 —m)zr =0 2m(1 —2myr) — (m+ Dyr+ (m—1)yr =0
1
2=y e
«— {x1=1-2myp — yI:L
_m 1+ 2%12
T Tam A= g
1 1
Dong, [=——— m
14+2m? |
L'équation 2% + y* 4 2% = x se réécrit
2,2 .2 2 2 .2 N2 1,y
THY = =S -ty +27=0 < -3 —Z+y +2°=0
= 1y’ et = (o :
T — = == .
2) Y 2
1/2 .
Par conséquent, I’ensemble S est la sphere de centre 0 et de rayon 3
0
Ty
En reprenant le résultat de la question 3, on obtient que les coordonnées | 1 | de I,
21

vérifient

2 2 0 1 2+ m 2+ m \® 1+ 2m? 1
x = — — —_—— ] = = = r1.
LT = T4 om2 1+ 2m? 1+ 2m? 1+2m2?2 1+2m2 1

Par conséquent, le point I,,, appartient a S.

Par ailleurs, les coordonnées de €2 vérifient I’équation cartésienne de Q donc le centre de
la sphere Q appartient a Q.

On en déduit que Q est sécant avec la sphere en un cercle, dit équatorial.

Comme le point I,;, appartient également au plan Q d’apres la question | ¢ |, il appartient a

1
ce cercle qui est donc le cercle de centre 2 et de rayon Y celui de la sphere.
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Zo
o] (1) SoitMp | yo € £. On détermine quels sont les plans P,, contenant My :
20

Mg € Py <= x0+myg—mzo=1 <= m(yo—20) =1 — xo
1—$0

Yo — 20
m quelconque siyp—zp=0etxg=1, iesiMge D"

m = siyo— 20 #0

<~
impossible siyo— 20 =0etxg#1

Autrement dit, on a M qui appartient a un unique plan Py, si et seulement si yo—zo # 0.

Par conséquent, I’ensemble F des points de £ qui appartiennent a un unique plan Py,
est ’ensemble des points de £ qui n‘appartiennent pas au plan d’équation y — z = 0.

») D’apres les résultats de la question précédente, I'ensemble des points de £ qui appar-
tiennent a plusieurs plans P, est la droite D.

Par conséquent, la réunion des plans P, lorsque m décrit R est ’ensemble F U D.

Partie 1
1| Soientu = (z,y) € R?, v = (z',y") € R? et (o, B) € R?.

On a au + Bv = (ax + Bz, ay + By').

Deés lors,on a :

flau+ pv) =f(az + Ba’,ay + By') = (2(ax + Ba') — 4y + BY'), —3(ax + B2') + 6(ay + BY'))
=(a(2r — 4y) + B(22" — 4y'), a(=3z + 6y) + B(—32" + 6y"))
=a(2z — 4y, —3x + 6y) + B(22" — 4y, —32" + 67/)
=af(x,y) +Bf(',y) = af(u) + Bf(v)

et

glau + pv) =g(az + ', ay + ByY') = (2(az + Bz') — 2(ay + BY), (ax + B2') — (ay + BY))
=(a(2z — 2y) + B(22" — 2¢/), a(z — y) + Bz’ = ¥/))
=a(2r —2y,x —y) + B(22" — 2y, 2" —y)
=ag(z,y) + Bg(a’,y") = ag(u) + Bg(v).
Les fonctions f et g sont donc linéaires.
2| Soitw = (z,y) € R?.
Ona:

w € ker (f) <= f(w) =0 < (22 — 4y, -3z + 6y) = (0,0)

20 —4y =0
— = =2
—3z+6y=0

— w=(2y,y) =y(2,1) <= w € Vect((2,1)).

En posant u = (2,1) € R?, on obtient ker (f) = Vect(u).
| Onremarque d’ores et déja que, pour tout (z,y) € R?, on a

flz,y) = (2(x = 2y), =3(z — 2y)) = (x = 2y) - (2, -3).

Dong, en posant v = (2,—3), on a Im (f) C Vect(v).
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Soit w € Vect(v). Il existe A € R tel que w = (2, —3)\).

On peut écrire :
w = (2\,=3X) = f(A,0) donc w € Im(f).

Ainsi Vect(v) C Im (f) et par double inclusion, on obtient Im (f) = Vect(v).

4| Soit (z,y) € R2.
Ona:
fogoflz,y)=fog(f(z,y)) = [fog(2x — 4y, -3z + 6y) = f(9(2x — 4y, =3z + 6y))
= f(2(2z — 4y) — 2(—3x + 6y), (22 — 4y) — (—3x + 6y)) = f(10x — 20y, 5z — 10y)
= (2(10x — 20y) — 4(5x — 10y), —3(10z — 20y) + 6(5z — 10y))
donc fogo f = 0£(R2),i.e. g appartienta Ay.
Partie 2
1| Soient (hy, hy) € B(F,E)? et (A1, A2) € R?.

La fonction f étant linéaire, on a :

Tf()\l‘hl"‘)\Q'hQ):f0(>\1‘h1+>\2‘h2)of:f0()\1‘thf-'-)\Q‘hQOf)
=N -fohiof+ Xy -fohyof
= A1 - Ty(h1) + Ao - Ty(ho).
Par conséquent, I'application Ty est une application linéaire.
2| Ay = ker(Ty) donc Ay est un sous-espace vectoriel de £(F,E) en tant que noyau d’une

application linéaire.
] () Soit h € By donc Im (f) C ker (h). Pour tout z € E, on a f(z) € Im (f) C ker (h) donc

ho f(z) = h(f(x)) = 0puis foho f(z) = f(ho f(x)) = f(0) = 0.

Par conséquent, l'application f o ho f est la fonction nulle, i.e. foho f=0.
Il s’ensuit h € Ay de quoi I'on déduit By C Ay.
1) On a déja montré lors de la question précédente By C Ay.
On montre maintenant’inclusion Ay C B sous I'hypotheése f injective, i.e. ker (f) = {0}.
Soit h € Ay. Montrons que Im (f) C ker (h).
Soity € Im (f). Il existe x € E tel que y = f(x). Des lors,

F(w)) = F(B(F(@)) = foho f(@) =0 carh e Ay.
On obtient h(y) € ker(f). La fonction f étant injective, on a ker (f) = {0} donc
h(y) = 0,iey € ker (h). Il s’ensuit Im (f) C ker (h), autrement dit h € By.

Par double inclusion, si f est injective, on a Ay = By.
4] (:) Soit h € Cy,ie Im (h) C ker (f). Pour tout y € F, on a h(y) € Im (k) C ker (f), donc
foh(y) = f(h(y)) = 0. Des lors, pour tout = € E, on a

fohof(m):foh(w):O.
eF

Par conséquent, l’application f o ho f est la fonction nulle, ie f o ho f = 0. Il s’ensuit
h € Ay de quoi l'on déduit Cy C Ay.
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-) On a déja montré lors de la question précédente Cy C Ay. On montre maintenant
I'inclusion Ay C Cy sous 'hypothese f surjective.

Soit h € Ay. Montrons que Im (h) C ker (f). Soit « € Im (h). Il existe y € F tel que
x = h(y). Onay € F et f surjective donc il existe 2’ € E tel que y = f(2'). Dés lors,

Fh(f(@)) = foho f(a') =0 carh € Ay.

On obtient ainsi « € ker (f). Il s’ensuit Im (h) C ker (f), autrement dit h € Cy.

~~
—~
8
~
I
=
=
—~~
<
N
I

Par double inclusion, si f est surjective, ona Ay = By.
- | Si f est bijective alors il existe f1ef(F,E)telque fof ' =Idpet f'of=Idg.

On définit alors
Tjq: &E,F) —— L(F,E)

h fltohoft
Dés lors,ona Ty o Ty-1 : H(E,F) — £(E,F) et pour tout h € H(E,F), on a

Tfon_l(h):Tf(fflohoffl):fo(fflohoffl)of:(foffl)oho(fflof)
=Idrpoholdg =h

donc Ty o Ty-1 =Idg py. De méme, pour tout h € £(F,E), on a

Ty OTf(h):Tf—l(thOf):f_lo(fohof)of_l:(f_lof)oho(fof_l)
=Idgoholdr =h

donc Ty-1 0 Ty =Idg . Par conséquent, Ty est une application bijective.

Partie 3

1| Le noyau et I'image d’une application linéaire étant des espaces vectoriels, on déduit que
Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels de F.

2
On montre Im (f) Nker (g) = {0}.

Soity € Im (f)Nker (g). Onay € Im (f) donc il existe z € E tel que y = f(x). De
plus, on a y € ker (g) donc g(y) = 0. Alors

y=f(x)=fogof(x)=fog(f(z))=fogly) = flg(y)) = f(0)=0.

Ainsi, on obtient Im (f) Nker (¢g) C {0}. Linclusion {0} C Im (f) Nker (g) étant
toujours vraie, il vient par double inclusion Im (f) N ker (¢g) = {0}.

On montre Im (f) + ker (¢9) = F. Soity € F.
Analyse : Supposons qu’il existe b € Im (f) et b’ € ker (g) tel que y = b+ b
Onab € Im (f) doncil existe a € E tel que b = f(a).

Dés lors,

b= f(a) = fogof(a) = flg(y—1)) = f(9(y))— f(9(t')) = f9(y)) =0 = fog(x)
car b’ € ker (g)
puist =y —b=y— fog(y).
Synthése : On pose b= fog(y)etd =y — fog(y).

Ce faisant :
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(y) —go fogly) = g(y) —g(y) = 0 donc
v € ker (9).

Par conséquent, on a y € Im (f) + ker (¢g) puis F C Im (f) + ker (g).

Par ailleurs, Im (f) et ker (g) étant des sous-espaces vectoriels de F, on a égale-
ment Im (f) + ker (g) C F.

Par double inclusion, il vient Im (f) + ker (¢) = F.

On a ainsiIm (f)+ker (g) = F et Im (f) Nker (g) = {0} doncIm (f) ®ker (g) =F.

Autrement dit, Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F.

L'application fog : F — F est linéaire en tant que composée d’applications
linéaires et de plus, elle vérifie

(fog)o(fog)=(fogof)og=fog.

Par conséquent, l'endomorphisme fog est la projection sur Im (f og) de direction
ker (f o g).
En particulier, les sous-espaces vectoriels Im (f o g) et ker (f o g) sont supplémen-
taires dans F, ie Im (f o g) @ ker (f o g) = F.
On montre que Im (f o g) = Im (f). On a toujours Im (f o g) C Im (f). Récipro-
quement, si y € Im (f), il existe x € E tel que y = f(x). Sachant que f = fogo f,
il vient

y=/f(x)=Ffogof(x)=fog(f(x)) €Im(fog)
Ainsi,onalIm (f) C Im (fog). Par double inclusion, on obtient Im (f) = Im (fog).
On montre que ker (f o g) = ker (g).

On a toujours ker (g) C ker (f o g).
Réciproquement, soit = € ker (f o g) ie f o g(x) = Op. Sachant que g = go foy,
ona:

g(x) =go fog(x)=g(fog(z)) = g(0r) =0g doncz € ker (g).

On a ainsi ker (fog) C ker (g). Par double inclusion, on obtient ker (g) = ker (fog).
Par conséquent, on a Im (fog)@ker (fog) = F,Im (f) = Im (fog) et ker (g) = ker (fog)
donc

Im (f) ® ker (g) =F.
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