Dewoin en temps lle m°26 Foun Le 99/09/2023

Applications linerires

Exercice |: Soitn € N. On considére l'application ¢ définie sur R, [X] par
o(P) =P+ (1 -X)P".

() Soit P € R,,[X]. Montrer que P + (1 — X)P’ € R, [X].
(b) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
Montrer que Vect(X — 1) C ker .

Dans cette question, on suppose que P appartient a ker ¢ et est non nul.

@ Montrer que X — 1 divise P.
(v) En considérant le coefficient dominant de ¢(P), montrer que P est un polynome de
degré 1.
(<) Déterminer ker ¢.
Pour tout entier k € [0,7], on note T}, le polyndme (X — 1),

(+) Exprimer ¢(T},) en fonction de & et T.
(v) En utilisant la formule de Taylor pour les polyndomes, montrer que

Im ¢ = Vect (Ty, k € {0,2,...,n}).

Montrer que ker ¢ et Im ¢ sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R,,[X].

Exercice 2 : Soit E un R-espace vectoriel. Pour un réel k non nul, on définit
Ay={ueLE), v’ =uou=Fk- u}.

Dans tout ce probléme, u et v désignent deux éléments de Ay.
(2) Montrer que I'endomorphisme kIdg appartient a Ay.

(v) Montrer que u est un automorphisme si et seulement si u = kIdg.

() Justifier rapidement que Im (u) et ker (u) sont deux sous-espaces vectoriels de E et
montrer qu’ils sont supplémentaires.

On suppose que uov =vou.

(+) Montrer que uow € Ayz.

(v) Montrer que Im (uov) = Im (u) N Im (v).

(<) Montrer que ker (u o v) = ker (u) + ker (v).
On suppose uov =vowu = 0.

(=) Montrer que u + v € Ay,
(b) Montrer que Im (u +v) = Im (u) + Im (v).
(<) Montrer que ker (u +v) = ker (u) Nker (v).
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