(eofmgctioﬁx gowom em temurw DAD?’IE w96

1| () Soit P € R,[X] donc deg(P) < n. On a deg(P’) < deg(P) — 1 donc

deg((1 — X)P') = deg(1 — X) + deg(P’) < 1+ deg(P) — 1 < n.
Il s’ensuit
deg(P + (1 — X)P’) < max{deg(P),deg((1 — X)P")} < n, ieP + (1 — X)P' € R,[X].

1) Gréce a la question précédente, on sait que ¢ est a valeurs dans R,[X]. On montre que
@ est linéaire.
Soient (P,Q) € R,[X]? et (\, 1) € R%. On a
©(AP + Q) = (AP 4 pQ) + (1 — X)(AP + Q) = AP + uQ + (1 — X)(AP' 4 pQ)
= AP+ uQ + A1 = X)P' + u(1 — X)Q
= AP+ (1 = X)P) + p(Q+ (1 = X)Q) = Ap(P) + np(Q).
Par conséquent, on a ¢ : R,[X] — R,[X] linéaire, autrement dit, ¢ est un endomor-
phisme de R, [X].
2| Soit P € Vect(X — 1). Il existe un réel A tel que P = A(X — 1). Des lors, on a

eP)=P+(1-X)PP=XX-1)+(1-X)A=0 donc P € kerep.

Par conséquent, on a Vect(X — 1) C ker .
2| () OnaP € kerpdonc p(P) =0, autrement dit

P+(1-X)P =0 < P=(X-1)P.

Par conséquent, on a bien X — 1 qui divise P.

b) Méthode 1 : On a P # 0 donc, en notant p < n le degré de P, il existe p + 1 réels ay,
ai,...,ap avec a, # 0 tels que

p
P= Z apXF.
k=0

On a alors

P P P p P
p(P) =3 aXF + (1-X) D kap X =3 XE 4+ ka X =3 kay X"
k=0 1 k=0 k=1 k=0

|
—

p p
= a1 = k)X > (k+ 1ap X*
k=0 =0

o

p—1
=ap(1 = p)XP + > [ar(1 — k) + (k + D)ags] XF.
k=0

I s’ensuit que le coefficient dominant de ¢(P) est a,(1 — p). Or, étant donné que
P € ker ¢, le polynome ¢(P) est nul donc en particulier, on a

ap(l—p)=0 <= p=1 car a, #0.
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On a ainsi établi que P est de degré 1.
Méthode 2 : On a P € ker ¢ donc ¢(P) = 0 de quoi l'on tire P = (X — 1)P". On peut
ainsi écrire
0=p(P) =p((X-1P) = (X-1P" + (1 -X)(X- 1P
=(X-1)P +(1-X)P - (1 -X)?P"=—(1-X)?P".

Ona (1 — X)? # 0 donc P” = 0. On en déduit que P’ est constant donc P = (X — 1)P’
est de degré 1 (P non nul donc P’/ non nul).
Remarque : On vient de prouver P € Vect(X — 1) donc ker ¢ C Vect(X — 1) que l'on
reprouvera dans la question suivante.

<) On a déja vu, lors de la question 2, que Vect(X — 1) C ker ¢. On montre désormais
que ker ¢ C Vect(X — 1). Soit P € ker ¢.
D’aprés la question 3a, on sait que X — 1 divise P donc il existe Q € R[X] tel que
P=(X-1)Q.
D’apreés la question 3b, on sait que deg(P) = 1 donc deg(Q) = 0, autrement dit, Q € R.
Il s’ensuit P € Vect(X — 1).
Par double inclusion, on obtient ker ¢ = Vect(X — 1).

| Pour tout entier , on note T}, le polyndme (X — 1)k,

<) Soitk € [0,n]. On a
(Ty) = Tp+(1-X)T), = X-DF +k(1-X)(X-D)" ' = (1-k)(X-1)" = 1-k)T}

On retrouve le fait que ¢(T1) = 0, ie Vect(X — 1) C ker ¢.

-) @ On montre que Im ¢ C Vect (Ty, k € {0,2,...,n}).
Soit Q € Im ¢. Il existe P € R,,[X] tel que Q = ¢(P). Gréace a la formule de Taylor, on
peut écrire

" PR (1)

—F=> T

k=0

Par linéarité de ¢, on peut écrire

" pk) " pk)
Q=¢(P)=¢ (Z : k!(l)Tk> => L k!(l)sO(Tk)

k=0 k=0

®(1)

k!

— k)P®)(1)
k!

I
-

(1 — k)T grace ala question 4a,

o

Bl
—~
—_

Ty car T € ker .
=51

Par conséquent, on a Q € Vect (Ty, k € {0,2,...,n}).

e On montre Vect (Ty, k € {0,2,...,n}) C Im ¢.

Soit Q € Vect (Tg, k € {0,2,...,n}). Il existe (ag, az, ...,a,) € R" tel que

Q = Zaka.

k=0
k£l

1 1
Pour k # 1, grace a la question 4a, on peut réécrire Ty = ﬂgo(Tk) = <1 ka>.

Il s’ensuit

Z%Tk = ZCLW (

k:;él k;él k#1
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e Par double inclusion, on a bien Im ¢ = Vect (T, k € {0,2,...,n}).

> | @ OnakeryetIm g quisont deux sous-espaces vectoriels de R,[X] en tant que noyau et

image d’'un endomorphisme de R,,[X].

e On montre que R,,[X] = ker (¢) + Im ¢ par double inclusion.
On a ker p C R, [X] et Im ¢ C R,[X] donc ker (¢) + Im ¢ C R, [X].
Soit P € R, [X]. Grace a la formule de Taylor, on peut réécrire

— P (1) r_x~ PP / — P") (1)
P=>" o (X1 =3 ST =P ()X 1)+ > T

k=0 k=0 M k=0
€Vect(X—-1) k#£1

€Vect (Tk 7k6{0=277n})

Etant données les expressions de ker () et Im ¢ obtenues lors des questions 3c et 4b, on a

alors P € ker () + Im . Par conséquent, on a R,,[X] C ker (¢) + Im ¢.

e On montre que ker ¢ N Im ¢ = {0} par double inclusion.

On a toujours 0 € kerp et 0 € Im ¢ donc {0} C ker o NIm ¢.

Soit P € kero NIm ¢. On a P € kerp = Vect(X — 1) donc il existe un réel A tel que

P =AX—1). De plus,ona P € Im ¢ = Vect (T, k € {0,2,...,n}) donc il existe n réels ao,
n

a,...,an tels que P = ag + Z ap(X — l)k. On a ainsi
k=2

AX—-1)=ag+ Zn:ak(X — 1k
k=2

n
En considérant les polyndmes dérivés, il vient A = Z kap(X — 1)*~1, En spécifiant cette
k=2
relationen X =1, il vient A\ = 0donc P = A(X — 1) = 0.

On a ainsi établi ker ¢ N Im ¢ C {0}.
e Par conséquent, on a ker ¢ et Im ¢ qui sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de R, [X], ce que I'on note R, [X] = ker ¢ & Im .

1| (-)Ona (kldg) o (kldg) = k?1dg = k - (kIdg) donc kIdg appartient a Ay,

1
) () Siu = kldg, en posant v = EIdE (k est supposé non nul), on a

UovV = (k‘IdE) o <%IdE> =k x %IdE = IdE

On montre de la méme maniére v o u = Idg. Par conséquent, la fonction u est bijec-
tive. Comme u = kldg est un endomorphisme de E, on déduit que u = kIdg est un
automorphisme de E.

(=) Si w est un automorphisme de Ag. Il existe un automorphisme v de E tel que
uov =wvou=Idg. Comme uou = ku, on obtient

u=wuoldg=uo(uov)=(uou)ov=(k-u)ov==~k-(uov)=kldg.

Par conséquent, u est un automorphisme si et seulement si v = kldg.

) Les ensembles Im (u) et ker (u) sont deux sous-espaces vectoriels de E en tant qu'image
et noyau d’une application linéaire.

On montre Im (u) N ker (u) = {0}. Soit y € Im (u) Nker (u). On a y € Im (u) donc il
existe z € E tel que y = u(x). De plus, y € ker (u) donc u(y) = 0. Dés lors, comme
u € Ag,ona

by = hu(z) = wo () = u(u(z)) = uly) = 0.
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Comme k est non nul, il vient y = 0. On en déduit Im (u) N ker (u) C {0}. L'inclusion
{0} C Im (u) Nker (u) étant toujours vraie, on obtient par double inclusion

Im (u) Nker (u) = {0}.

On montre Im (u) + ker (u) = E. Soit x € E.

Analyse : Supposons qu’il existe y € Im(u) et a € ker(u) tels que z = y + a.

On a y € Im(u) donc il existe b € E tel que y = u(b). Ainsi, x = u(b) + a et

u(z) = uowu(b) +u(a) = ku(b) + 0 = ky car a € ker (u) et u € Aj. Par conséquent,
1

y:Eu(x)eta:x—y:ac—Eu(x).

1 1
Synthése : On pose y = Eu(w) eta=x— Eu(az) Ona

1 1
y+a—Eu(:r)—|—:E—Eu(x)—J:,

u(a) = (a: - —u(a:)) u(z )——uou(a:) = u(x)—% x ku(z) = 0donc a € ker (u),

—lu GIm
y=gul

Par conséquent, x € Im (u) + ker (u). On en déduit E C Im (u) + ker (u). L'inclusion
Im (u) + ker (u) CE etant toujours vraie, on obtient par double inclusion

Im (u) + ker (u) = E.

Il s’ensuit que les sous-espaces vectoriels Im (u) et ker (u) sont supplémentaires dans E.
<) Ona

(uov)o(uowv)=uo(vou)ov=uo(uov)ov caruov=vou
=(uowu)o(vowv)=(ku)o (kv) carue€ Agetv e Ay
= k’uow.

Donc u o v appartient a Ayz.
) On a toujours Im (u 0 v) C Im (u) et comme uov = v owu, on a également

Im(uowv)=Im(vou)CIm(v).
Par conséquent, on obtient Im (v o v) C Im (u) N Im (v).
Réciproquement, soit y € Im (u) N Im (v).
y €Im(u) = Iz € E, y = u(xy),
y € Im (v) = Jx2 € E, y = v(x2).
. 1
Des lors, on a d’une part u(y) = uou(z1) = ku(z1) = ky doncy = Eu(y), d’autre part,
u(y) = uowv(xe) donc

1 1 1
Yy = Eu(y) = %uov(xz) =wuow <kx2> € Im (uow).

Ainsi Im (u) N Im (v) C Im (w0 v).
Par double inclusion, on obtient Im (u o v) = Im (u) N Im (v).
<) On a toujours ker (v) C ker (uov) et comme uov =vou,onaégalement

ker (u) C ker (vou) = ker (uow).
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En tant que noyau d’une application linéaire, ker (u o v) est un sous-espace vectoriel
de E donc ker (u) + ker (v) C ker (wov).

1 1

Réciproquement. Soit x € ker (u o v). On écrit x = = — Eu(m) + Eu(x) On a déja vu

1
x — Eu(m) € ker (u) et comme = € ker (uov) etuov =vowu,ona Eu(:c) € ker (v). En
effet,

1 1 1
v <Eu(:1:)> =3ve° u(z) = Zu° v(z) =0.
. 1 1 .
Deéslorsz = x — %u(:):) + Eu(a:) € ker (u)+ker (v). Ainsi ker (uov) C ker (u)+ker (v).
cker (u) €ker (v)

Par double inclusion, il vient ker (u o v) = ker (u) + ker (v).
5| Onsuppose uov =vou=0.

) Ona(utwv)o(utv)=uoutuovt+voutvov==~ku+0+0+kv=Fk(u+wv)donc
u + v appartient a Ay.
1) Soity € Im (u + v). Il existe v € E tel que

= (u+v)(z) =u(x) +v(z) € Im (u) + Im (v).

Donc Im (u 4+ v) C Im (u) + Im (v).
Soit y € Im (u) + Im (v). Il existe y; € Im (u) et y2 € Im (v) tels que y = y1 + yo. Par
ailleurs,

y1 € Im (u) donc 3z1 € E, y1 = u(x1) et yo € Im (v) donc Jxe € E, yo = v(z2).

Alors u(y) = wou(z1) +uwov(xe) = ku(xy) car u € Ap et wowv = 0. De méme,
v(y) =vou(xy) 4+ vowv(xy) = kv(xsy). Par conséquent,

=) + olar) = fuls) + o) =+ 0) (1) € fu+0)
Donc Im (u) + Im (v) C Im (u + v).

Par double inclusion, on obtient Im (u) + Im (v) = Im (u + v).

I
<) Soitz € ker (u)Nker (v). Ainsi, u(z) = v(z) = 0 de quoi 'on déduit (u+v)(z) = u(z)+v(z) =0
puis = € ker (u + v). On obtient ainsi ker (u) Nker (v) C ker (u + v).
u(z

Soit z € ker (u +v). On a (u + v)(x) = u(z) + v(x) = 0 donc u(x) = —v(x). Dés lors,

comme u € Ag, on a
ku(x) = uou(x) = u(u(x)) = u(—v(x)) = —uov(x) =0caruowv = 0.

Etant donné que k est non nul, il vient u(z) = 0, ie 2 € ker (u). De la méme maniére,
ona
kv(z) =vouv(x) =v(v(r)) =v(—u(x)) = —vou(r) =0

donc x € ker (v). Il s’ensuit z € ker (u) N ker (v).
On obtient ainsi I'inclusion ker (u + v) C ker (u) N ker (v).
Par double inclusion, il vient ker (u + v) = ker (u) N ker (v).
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