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1| Soitz € R (fixé) etn = 3.

En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient :

1 0 0

1 z+2 1 0--- 0
Dy(z)=(z+2)Dp_1(z)—0 1 2x+2 . 0

0o .- 0 1 x+2[n_1]

En développant le déterminant de taille n — 1 par rapport a la premiere ligne, on obtient :

Vn>3, Dup(z)=(r+2)Dy_1(z) — Dp_a(z).

La suite (D, ())n>1 est bien récurrente linéaire d’ordre 2.
2| Montrons que par récurrence double sur n que pour tout n > 1, Dy, est une fonction
polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1.

{Dl(x) —z+2

Dy(z)=(z+2)2—1=2>+42+3

La propriété est bien vérifiée aux rangs 1 et 2.

Soit n > 3. Supposons que la propriété soit vérifiée aux rangsn — 1 et n — 2.
D,,—1 et D,,_5 sont donc des fonctions polynomiales.

CommeVz € R, Dy,(z)=(x+2)D,_1(x)—D,_2(z), on en déduit que D,, est encore
une fonction polynomiale.

Dy 1=a"" . , , e es
De plus, n-l 72 , les pointillés représentant des termes de degré infé-
rieur a celui qui précede.

Alors,

D,, est encore une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1.

T+ 2

2
T <1ouencore—1<T<1.

2| () Par hypotheése, |z + 2| < 2, donc

D’apreés le théoreme de la bijection appliqué a la fonction cos continue sur ]0; 7], on
en déduit qu’il existe (un unique) 6 €]0, 7| tel que = + 2 = 2 cos(0).
+ 2

A : T
On peut méme exprimer ¢ = arccos
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©) Larelation de récurrence linéaire double est : Dy, (z) = (z + 2)Dp—1(x) — Dp—2(z).
L’équation caractéristique est > — (z 4 2)r 4+ 1 = 0 ou encore r* — (2cos(f))r + 1 = 0.
Son discriminant réduit est A’ = cos?(f) — 1 = —sin? @ = (isin())>

L’équation caractéristique admet deux solutions complexes : 7 = cos +isin(f) = e et
son conjugué.

I1 existe donc deux constantes A, 1 € R telles que

Vn>1, Dp(x)= Acos(nf)+ psin(nh)

Do(z) = (z+2)* -1 Acos 20 + psin 20 = 4 cos?(6) — 1

On peut écrire le systéme matriciellement :
cos()  sin(0) A 2cos(6)
cos(20) sin(20) | \ M a 4cos?(0) — 1

= cos(f) sin(26) — cos(20) sin(f) = sin(f) # 0 (puisque 6 €]0, 7|).

or, {Dl(az) =z+2 donc {)\COS(H) + psin(0) = 2 cos(6)

) cos(f)  sin(6)
" |cos(26) sin(26)

cos()  sin(0)
cos(26) sin(260)

1 sin(20)  —sin(0)
sin(0) \ —cos(20) cos(d) |

(A 1 sin(20)  —sin(0) 2cos(0)
D’ou, = =
H sin(f) \ —cos(26)  cos(h) 4cos?(0) — 1
_ 1 2 cos(#) sin(26) — sin(6) (4 cos?(9) — 1)
sin(f) \ _o cos(#) cos(26) + cos() (4 cos?(0) — 1)

On en déduit que la matrice ( ) est inversible et son inverse est

~—

~—

1
1 sin(6)
_ = | cos(6
sin(0) 008(9)) sinEH))

~—

cos (6

sin(6)

sin (@) cos(nf) + cos(0) sin(nd)
sin(0) ’

DouVn>1, D,(x)=cos(nf)+

sin(nf) =

Vn>1, Du(z)= W

km
n-+1

A chaque 6}, est associé un xy, par la formule z + 2 = 2 cos(y).

4| PosonsVk € [1,n], 0= . Les 0, sont k valeurs distinctes de ]0, 7[.

Comme la fonction 6 +— 2cos(f) — 2 est strictement décroissante sur |0, 7[, elle est donc
injective, et les xj sont tous distincts.
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2

sin((n + 1)6k) _ sin (k)
sin(6y) sin(6y)

Dong, les 1,29, -+ , x, sont des racines distinctes de D,,.

Mais Dy, (zy) = = 0.

Et comme D,, est de degré n, il ne peut avoir plus de n racines.

Remargue : z, = 2(cos(fy) — 1) = 2(1 — 2 sin? (%’“) — 1) = —4sin? (2(51 1)).

km
— 1,n].
2(n+1)> pour k € [1,n]

Comme le coefficient dominant de D,, est 1, on en déduit directement la factorisation :

D, :klill [X+4sin2 <%)] .

sin ((n + 1)0) r+2
@) avec cos(f) = 5

i 1)6
Dot lim Dy, (2) = lim ((_” +1)0) _ (n+1)¢
z—0 60 sin (@) 9

D,, étant un polynome, il est continue en 0 et on a donc Vn > 1, D,,(0) =n + 1.

Les racines de D,, sont les —4 sin® (

D’apres précédemment, Vn > 1, D, (z) =

=n + 1 par développement limité.

- k

On en déduit que kl_[lllsinz <2(Tj—1)> = n + 1 puis (le produit des sinus étant positif)
que :

L < km ) vn+1

H sin = —.

=GRS 2
Soitz € R,

4—x 0 2

xX(x)=det(A—zl3)=| 2 2-ux 2

4—z 2 , R N
=+(2—1x) A 5 en développant par rapport a la deuxieme colonne
- —2—z
4— 2
:—|-(2—x) r Lo« Ls+14
- -
9 _
:+(2—.%') o Ci+—Cy—Cy
0 -z
= —z(2—1)?
On a donc x(z) = —z(2 — z)% Le polyndme y admet effectivement deux racines : A = 0 de

multiplicité 1 et u = 2 de multiplicité 2.
Posons u = (x,y, z).

ueEy < uecker(f—MNy) <= (f—0Lj)(u) =0 < f(u)=0

4 0 2 x dr 4+ 22 =0 5
2= -2z
— |2 2 2 y| =031 <= {22 +2y+2:=0 <:>{
y==x
-4 0 -2 z —dr —22=0

= u=(z,x,—2x) < u € vect((1,1,-2)).
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Donc Ey = Rug en posant ug = (1,1, —2). Ej est un sev de dimension 1.
| Posons u = (z,y, 2).
ueE, < uecker(f—ply) = (f—2I4)(u)=0
4 0 2 2 00 T 2r +22=0
<— 2 2 2 1—-10 2 0 Y] =031 <= (2x+22=0 <— z+4+2=0
-4 0 -2 0 0 2 z —4x—42=0

4

2]

— u=(z,y,—z) <= u=1x(1,0,—-1)+y(0,1,0)
< wu € vect ((1,0,-1),(0,1,0)).

Donc E,, = vect (v, wp) en posant vy = (1,0, —1) et wg = (0,1,0).

Les vecteurs vg et wp sont non colinéaires; la famille (vo, wp) est donc une base de E,, qui
est donc de dimension 2.

Considérons la famille B = (ug, vo, wp).

1 1 0
La matrice de cette famille dans la base Bjest P =] 1 0 1
-2 -1 0

On adetP = —1 # 0, donc B est une base de E.
Par conséquent, vect ({ug}) @ vect ({vo, wo}) = R?, i.e. Ey @ E, = R®.

Commentaires: On pouvait aussi montrer que uo & vect (vo,wo) en plus des dimensions qui se raméne d prouver
la liberté de BB.
Par construction, on a f(ug) =0, f(vo) = 2vo, et f(wo) = 2wp. Et donc

Matg(f) = A en posant A =

o O O
o N O
N OO

On peut exprimer A en fonction de A par les formules de changement de base: A = PAP L.

1 1 0 0 0 O -1 0 -1
Onadonc (classique)Vn € N, A" =PA"P~1 = 1 0 1 0 2" 0 2 0 1
-2 -1 0 o o 2% 1 1 1
Doncg,
2n+1 0 on
VneN, A"= 2" AL

. . s * —1 N ’ .
Commentaires: On pouvait également prouver par récurrence que ¥m € N, A" = 2" A, aprés l'avoir
remarqué directement.

Enfin, on pouvait constater que 5 A était une matrice de projecteur. Par conséquent, f est un projecteur.

- . 1,\" 1, . 1, . . , ..
Ainsi, Vn € N7 (51‘) = 5]‘ et donc f™ = 2" f 1l suffisait alors d’interpréter matriciellement cette
écriture.
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