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1| Soit z € C*.
1 tzq1 z —z
e e —e
) In(2) = edt = | — =
2 iz /1 [z }1 <
etz
Les fonctions t — ¢, t — 1 — t? et t — — étant de classe € sur [~1;1], on peut
z

intégrer par parties :

1 etz 1 1 etz 2 1
I(z) :/ (1—1%) e dt = [(1 —t2)—} —/ —2t—dt = —/ tel® dt
-1 Z 1.1 1 z ZJ-1

9 tz11 1tz
(] 5
z 2 1 2

22 23
) 1— t2 n+2 etz ) .
») Les fonctions t —— ﬁ et t — — étant de classe €' sur [~1;1], on intégre
) n . z

I, 4+2(2) par parties :

1 (1 _ 42yn+2 1 _ $2)n+2 gtz t=1 1 o1 2\n+1 otz
Lnya(2) —/ 7( ) el dt = 7( t) £ —/ —t( ) —dt
L (nt2) 2! 2]y Ju (D)

Le crochet étant nul puisque n+2 > 1, on a I,,12(2) 2 /1 t1— )", dt
ul puisque n > 1, z) = — e dt.
puisq n+2 2 ) T

On réintegre par parties (1égitime) :

2 (T =@y (1= 2 o (n 4 1) (1 — 2)n et
Lnta(2) = ([(nﬂ),z] L /1 (n+1)! Zdt)

A nouveau, le crochet est nul (puisque n +1 > 1) :

t2 n+1 t2 1_t2
In+2 = __/ tzdt—i-—/ 7') tzdt

Dans la deuxiéme intégrale, on écrit t2 = 1 — (1 — t?) :

1t21_t2ntz 1 1— 1_t2)(1_t2ntz
/_17(71!)6(%:/_[ ( } )edt

1 n‘
1 2\n 1 2\n+1
1—1t 1—1t
— / ( ‘ ) etz dt _ / ( ') etz dt
—1 n: 1 n.:
S 1u(2) — (14 D (2)
Finalement,
2 4
Lnyo(2) = _gln—&-l(z) + 2 [In(2) = (n + DIt (2)]
in +6 4
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<) Montrons par récurrence double Vn € N, 3A, € Z[X],Vz € C*, 1,,(2) =

A, (2) — e ?A,(—2)
S2n+1

— Pourn=0,onavuque:VzeC"I(z) = .

: ) e*Ag(2) — e *Ag(—2)
En posant Ag =1 € Z[X], on a bien Vz € C*, Iy(z) = I%071 .
— Pourn=1,onavuque:VzeC

I(2) 20e*+e %) 2e*f—e?)  (22—2)e* —(—2z—2)e 7
z) = — = ‘ .
! 22 23 23
A —e FA (-
Enposant A} = 2X—-2 € Z[X],onabienVz € C*,I;(z) = < 1(2)22:1“ i Z)
Considérons un entier n € N et supposons que la propriété soit vraie aux rangs n
etn+ 1.

I1 existe donc deux polyndmes A, A, 1 € Z[X] tels que Vz € C*,
AL (2) —eFAL(—2)

In(2) S2nt1
eAni1(z) —e*An11(—2)
Lii(2) = 22(nt1)+1 :

Alors, d’apres la question précédente, V z € C¥,

dn +6 4
Lnya(z) = _71714—1(2) + ?In(z)
dn+6  eAppi(z) —eFAp(—2) 4 AL (2) —eTFAL(—2)
T2 = »2(n+1)+1 T 2% »2n+1
—(4n +6) (e*Any1(2) — e FA11(—2)) + 422 (A (2) — e An(—2))
22n+5
e [—(4n 4 6)Anyt1(2) + 42%A5(2)] — €7 [—(4n + 6) Ayt (—2) + 4(—2)* Ay (—2)]

22n+5

fAa(2) —eTFA0(—2)
- »2n+5 ’

ot on a posé A, 1o = —(4n + 6)A, 11 + 4X2A,,.

Comme A, 4+ et A, sont des polynomes a coefficients entiers, on en déduit que
A, 12 est encore un polyndme a coefficients entiers. La propriété est encore vraie
aurang n + 2.

Initialisée pour n = 0 et n = 1, héréditaire, la proposition est vraie pour tout
n € N.

<) Les polyndmes A, sont reliées par la relation de récurrence double précédente :

Ag=1
A =2X -2
Apio = —(4n +6)A, 1 +4X32A,,.

Les expressions de A,, pour les premiers entiers sont :

n| A,

01

1|2X-2

2 | 4X? — 12X + 12

3 | 8X3 —48X2 + 120X — 120

4 | 16X* — 160X3 + 720X? — 1680X + 1680

F. PUCCI
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On peut conjecturer que le monéme dominant de A,, est 2"X".

Par récurrence double :
C’est vrai pour n = 0 et pour n = 1.
n = 2an + “ e

Supposons qu’il existe un entier n € N tel que
PP q q {An+1 _gntlyxndl

Alors,

Apyo = —(4n +6)A, 1 +4X3A,
= _(4n 16 (2n+1Xn+1 + .. ) +4X2(2nxn + .. )
= —(4n +6)2"TIXHL L pontIxnt2 L

~—~ ~—

— 2n+2Xn+2 4.
La propriété est encore vraie au rang n + 2.
Initialisée pour n < 1 et héréditaire, la propriété est vraie pour tout n € N.
Finalement, le degré de A,, est n et son coefficient dominant est 2".
) Supposons que w € Q(i) \ {0}. On peut poser w = r + ir’ avec r, " € Q.

2}
En particulier,w # 0 = @ # 0 et r? 4+ 12 = ww # 0.
1 1 r—ar r R .
w  r4ar 242 2 42 + r2 4 /2 Q)
—— ——
€Q €Q

-) Montrons que Z[i] = {a + bi, (a,b) € ZQ} est stable par addition et multiplication

Soient z = a + ib et 2/ = a’ + ib’ dans Z[i].
'eZ
— Alors z+ 2/ = (a +ib) + (' + i) = (a + d’) +i(b+ V') € Z]i] car a—i—a/e
b+b €Z
"—bb €Z

— Etz2' = (a+ib)(d +iV') = (ad’ = bY) +i(ab + a'b) € Z[i] car {
(a-+)(a'+¥) = (ad’ — ) + it + ') € 2l car 1 % 1) €

!/

<) Comme w € Q(4), on peut poser w = % + i% avec a,a’ € Zetb,b' € N*.

En conclusion, Z[i] est stable par addition et multiplication.

: R , . ab’ +ia’b
Il suffit de mettre au méme dénominateur : w = - L en posant

p=ab +id'b € Z]i]
q="bb € N*.
La réciproque est claire.

| On suppose qu’il existe un z € C* tel que z et e” soient simultanément dans Q(i).

_efA(2) - e_ZAn(fz).

- 22n+1

<) Pourn € N,on al,(z)
— On a supposé que z € Q(i). D’apres le lemme, on peut écrire z = — avec P € Z[i]
q

et g € N*.
— Onsait que le degré de A,, est net que A,, € Z[X]. On peut donc poser A,, = Z ap Xk
k=0

avec les a entiers.
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n k
©)Ona |k, (2)| = —

<) D’apres la question précédente, il existe unrangng € Ntel que Vn > ng,  [k"L,(2)] <

Par conséquent, A, (2) = Z ar (_> = — Z 4Pk,
k=0 q 7" =0

Mais comme P € Z[i], d’apres la question |2|() on a encore P* ¢ Z[i] pour

chaque k € [0, n].

Donc, comme agq" % € Z, par produit, axg" *P* € Z[i] , et par somme (toujours
n

d’apres | 2|(1) Zakq”_kPk € Z[i).
k=0

On peut donc poser A, (z) = ﬁ—: avec 3, € Z[i.
D A t s . A _ 1 / / Z .
e méme, on peut écrire A, (—z) = q—nﬁn avec f3,, € Z[i].
X . - 1 N ;
— Par hypothése, on a e* € Q(i). Comme e” # O alorse™ * = = € Q(7) d’apres | 2 |(1)
s .., B . C . «
D’apres |~ |(- ) on peut écrire €* = 3 ete* = —avec B,C € Z[i] et b,c € N*.
— c

1
— z étant non nul et dans Q(7), on a encore — € Q(7).
z

1 R
D’apres | |(< ) on peut écrire — = — avec R € Z[i] et r € N".

z r
Finalement,

1, . R\ (BB, CB,\ _ R™(cBB, — bCBy)
In(z) T ontl (6 An<z)_€ An(_z)) - (?) (zq_n - zq_n> - bcanQTH_l :

En posant k = beqr® € N*, on a k"1,,(2) = " LIy IR*H (BB, — bCp.) € Z]i).

En conclusion, on a prouvé qu’il existe k € N* tel que,

Vn e N*, k"L, (z) € Z]i].

1 L 1
/ (1 —t%)" et dt’ < —/ [(1—t*)" €| dt.

-1 n! 1

n

n!
Or,Vte [_1;1]’ ‘(1 _t2)n etz‘ < ‘etz‘ _ eRe(tz) _ etRe(z)'

Par croissance de l'intégrale (avec —1 < 1), on en déduit que
1 1

/ (1 —tH)™ ] dt < / e'Re(®) qy.
—1 —1

1
On peut poser C = / e'Re(2) 4. Cette quantité (finie) ne dépend pas de n.
-1

n n

Ona |[k"I,(z)| < Ck—. Et comme k" = o (n!) (cours), on en déduit que lim C— =0.
n! n—4oo  nl

Finalement,
lim Ek"I,(z) =0.

n——+oo
1
5
Or, d'apres | = |(+) k"1, (2) € Z]i].

1
Comme le seul élément de Z[i] dans le disque de centre 0 et de rayon 3 est 0, on en

déduit :
dng e N,Vn > ng, k"I,(2) =0.
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| () Re(l(z) = Re (/ A= )

~1 n!

1 n
— / a-er Re (@) dt

-1 n!

1 __42\n .
— / a-#" e Re (&™) dt
1 n!

1 1
=— [ (- t2)" €' cos(ty) dt
n J_1

1
_ % / (1= )" feh(at) + sh(ot)] cos(ry) i

_ 1 ( / (1 ) ch(at) cos(ty) dt + / 1 (1—t2)"sh(:ct)cos(ty)dt>.

N g -1 -1
Or,
— La fonction t — (1 — t*)" ch(xt) cos(ty) est paire :
1 1
/ (1 — %)™ ch(xt) cos(ty) dt = 2/ (1 — %) ch(t) cos(ty) dt.
—1 0

— La fonction t — (1 — t?)" sh(xt) cos(ty) est impaire :
1
/ (1 — t3)" ch(xt) cos(ty) dt = 0.
-1

Finalement,

Re (I, (2)) = —

Tl

1
/ (1 — t3)" ch(xt) cos(ty) dt.
0
1) Pour tout n > ng, on a k"I,,(z) = 0.
Comme k™ # 0 (puisque k # 0), on en déduit que I,,(z) = 0 puis Re (I,(z)) = 0.

2 .
Comme — # 0, c’est l'autre facteur qui est nul :
n!

1
Vn > no, / (1 — t*)™ ch(xt) cos(yt) dt = 0.
0

) Soitn € N,

—Vtel0,8], 1+t>1
Donc, en multipliant par1 —¢ > 0,ona l —t?>1-t>0.

On peut mettre ces quantités positives a la puissance n sans changer l'ordre :
vtel0,8, (1-t)">0-t)">0 (1)

— La fonction ch prenant ses valeurs dans [1,+oc[, ona:

Vte 0,8, chzt)>1. (2)

— Vte0,d], 0<t<d Enmultipliantpar |yl >0: 0<tly| <yl < 3

. T T
Comme cos est décroissante sur [O, ﬂ ,on a cos(t|ly|) = cos 3

La fonction cos étant paire, on en déduit :

Vte[0,0], cos(ty) > (3)

N —
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En multipliant ces trois inégalités membre a membre (tous les membres étant posi-
tifs), on obtient :

Vte[0,6], (1—t*)"ch(xt)cos(ty) > =(1—1t)".

N —

Par croissance de l'intégrale, comme 0 < §,

/0(1—7:2) ch(xt)cos(ty)dt>/0 S1=1)"

o1 N e N e B Ry ¢ e Lo
Or’/o gt dt= [ 2(n+ 1) ]0_ 2ntl)
Dongc,

b n 1—(1—4)"+!

1 1
/ (1 — %)™ ch(at) cos(ty) dt’ < / |(1 — t3)" ch(wt) cos(ty)| dt.
é é

4) Soitn € N,on a

— YVt e [o,1], O<5<t<1donc62<t2<1,pui50<1—t2<1—52,et
Vie 51, 0<(1—-tH"<1-6)" (1)

— Vtelsl], 0<t<1ldoncO<tz| < |z
La fonction ch étant croissante sur Ry, onaVt € [§,1], ch(t|x]) < ch(|z|).
Cette fonction étant également paire, on a ch(t|z|) = ch(tz) et ch(|z|) = ch(x).
D’ou,
Vte[o,1], 0<ch(tx)<ch(z). (2)

— La fonction | cos | étant majorée par 1, on a :
Vtelol], |cos(yt)]<1. (3)

En multipliant ces trois inégalités membre a membre (tous les membres étant posi-
tifs), on obtient :

Vte[5,1], |(1—t*)"ch(xt)cos(ty)| < (1 —6%)"ch(z)

Par croissance de l'intégrale, comme 6 < 1,
1 1
/ (1 = 2" ch(xt) cos(ty)| dt < / (1 — 6%)" ch(z) dt
s s

1 1

or, / (1-62)" ch(z) dt = (1—62)" ch(z) / dt = (1—62)" (ch(2))(1—8) < (1—62)" ch(x).
) )

Finalement,

/1(1 — )" ch(xt) cos(ty) dt' < (1 —6%)"ch(z).
6

1
5| OnavuqueVn > ng, / (1 — t3)" ch(xt) cos(yt) dt = 0.
0

5 1
D’apreés larelation de Chasles Vn > ny, / (1—t%)" ch(xt) cos(ty) dt+/ (1—t3)" ch(xt) cos(ty) dt = 0.
0 5

F. PUCCI

8 PTSI - VINCT 2023



(eofmgctioﬁx gowom em temurw [/Apme w99

) 1
Donc Vn = no, / (1 —t*)™ ch(wt) cos(ty) dt = — / (1 — t*)" ch(xt) cos(ty) dt.
0 é

En prenant la valeur absolue :

4
Yn > no, / (1 — %) ch(at) cos(ty) dt =
0

/51(1 — t%)" ch(xt) cos(ty) dt’ .

Or,
1— (1 _ 5)n+1
) N ; 2
— d’apres | |( ) onaVn > no, / (1 —t°)" ch(xt) cos(ty) dt > Z omr1)
— d’apres | 1|(<)onaVneN, / " ch(zt) cos(ty) dt’ (1 —6%)" ch(z).

On en déduit :

_ _ s\n+1
Yn > ng, 1=(1=-9" <(1—=6)"ch(z) <= 1—-(1-6)"" <2(n+1)(1—6*)"ch(x).
2(n+1)
(XXIX.1)

Or,

— 1-06€]0;1],donc1— (1 —6)"" ——— 1.

n—-+o0o
— 1-6%€]0;1[, donc (1 — 6%)" —— 0.
n—-+o0o

Par croissances comparées, 2(n + 1)(1 — 6%)" ch(z) —— 0,
n—+00

En passant a la limite dans I'inégalité (XXIX.1), on aboutit a 1 < 0 ce qui est absurde!

L’hypothése formulée est donc fausse :

Il n’existe aucun complexe z € C* tel que z et e” soient simultanément dans Q(z).

o| Le plus dur est fait. Maintenant, il suffit d’appliquer :

) Supposons que 7 soit rationnel. Alors, on aurait i € Q(i). Ce nombre étant non nul,
d’apreés le théoreme précédent, on aurait e ¢ Q(i). Or '™ = —1. C’est absurde!

D’ou 7 est irrationnel.
1) Comme 1 est non nul et rationnel, on en déduit que e est irrationnel.

De méme, e? est irrationnel.
On peut généraliser a
VreQ, € ¢Q.
<) Comme ™) = 2 est rationnel et que In(2) # 0, on en déduit que In(2) est irrationnel.
De méme, In(3) est irrationnel.

On peut généraliser a

VreQl, In(r)¢Q.
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