
C`o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl D`e›vˆo˘i˚rffl `e›nffl ˚t´e›m¯p¯s ˜lˇi˜b˘r`e ”nffl`o31

Dénombrements

Exercice 1 : Les questions sont indépendantes.

1 Combien d’anagrammes (ayant un sens ou non) possède le mot PROCRASTINATION?

Correction : O”nffl `d`o˘i˚t ˜f´a˚i˚r`e `a˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl `a˚uffl ˜f´a˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l ”y `affl ¯p˜lˇu¯sfi˚i`eˇu˚r¯s ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ `e›nffl `d`o˘u˜b˝l´eṡ,
`àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl : R, O, A, T, I, N. I˜l ˚r`eṡfi˚t´e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´eṡ ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ ˚u‹n˚i`qfi˚u`eṡ P, C `eˇt S.
P̀o˘u˚rffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹n`e `a‹n`a`gˇr`a‹m‹m`e `d`e `c´e ”m`o˘t (`a‹y´a‹n˚t ˚u‹nffl ¯sfi`e›n¯s `o˘uffl ”n`o“nffl), `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl ˜l´affl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
`d`eṡ `d`eˇu‹x R ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 15 `e›m¯p˜l´a`c´e›m`e›n˚tṡ, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

(

15

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.

U”n`e ˜f´o˘i¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x R ¯p˜l´a`c´éṡ, `o“nffl `d`o˘i˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˜l´affl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `d`eṡ `d`eˇu‹x O ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 13 ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ, ¯sfi`o˘i˚t
(

13

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.

D`e ”m`ê›m`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e A :
(

11

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ; ˜l´e T :
(

9

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ; ˜l´e I :
(

7

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ; ¯p˚u˚i¯s ˜l´e

N :
(

5

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.

E”n˜fˇi‹nffl, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ¯p˜l´a`c´eˇrffl ˜l´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ (P, C `eˇt S) ; ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜l´àffl `dffl’˚u‹n`e ¯p`eˇr‹m˚u˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e
3 ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ, ¯sfi`o˘i˚t ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚t´o˘t´a˜l `d`e ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `é´g´a˜l `àffl 3!.
B˚i˜l´a‹nffl. L`e ”n`o“m˜b˘r`e `dffl’`a‹n`a`gˇr`a‹m‹m`eṡ (¯sfi`e›n¯sfi`é´eṡ `o˘uffl ”n`o“nffl) `d˚uffl ”m`o˘t PROCRASTINATION `eṡfi˚t `d`e :
(

15

2

)(

13

2

)(

11

2

)(

9

2

)(

7

2

)(

5

2

)

3! =
15 · 14

2
×

13 · 12

2
×

11 · 10

2
×

9 · 8

2
×

7 · 6

2
×

5 · 4

2
× 6 (`c´a˜l´cˇu˜l ˜f´a`cˇu˜lˇt´a˚tˇi˜f)

= 105 × 78× 55× 36× 21× 10× 6

= 20 432 412 000.

2 Combien y a-t-il de multiples de 3 dans l’ensemble {0, . . . , 1 000} ?

Correction : S̀o˘i˚t n ∈ {0, . . . , 1 000} : `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜l´e `d`e 3 ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯s’˚i˜l ¯s’`é´cˇr˚i˚t
n = 3k, `a‹vfle´c k ∈ N. I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e `c´o“m¯p˚t´eˇrffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `e›n˚tˇi`eˇr¯s k ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e 0 6 3k 6 1 000. P̀o˘u˚rffl `c´e
˜f´a˚i˚r`e, `é´cˇr˚i‹vˆo“n¯s ˜l´affl `d˚i‹v˘i¯sfi˚i`o“nffl `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›n‹n`e `d`e 1 000 ¯p`a˚rffl 3. O”nffl `affl 1 000 = 3× 333 + 1. A˚i‹n¯sfi˚iffl,

0 6 3k 6 3× 333 + 1 ⇐⇒ 0 6 k 6 333 +
1

3
⇐⇒ 0 6 k 6 333 `c´a˚rffl k `eṡfi˚t ˚u‹nffl `e›n˚tˇi`eˇrffl ”n`a˚tˇu˚r`e¨l.

I˜l ”y `affl 334 `e›n˚tˇi`eˇr¯s k `c´o“m¯p˚r˚i¯s `e›n˚tˇr`e 0 `eˇt 333, `d`o“n`c ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜l´eṡ `d`e 3 `e›n˚tˇr`e 0 `eˇt 1 000 `eṡfi˚t
`d`e 334.

3 Dans un jeu de 32 cartes (donc ne contenant pas les chiffres du 2 au 6 inclus), on tire

simultanément 5 cartes.

a Combien y a-t-il de tirages possibles ?

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹nffl ˚tˇi˚r`a`g´e ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é (`d`o“n`c ¯sfi`a‹n¯s ˚r`e›m˚i¯sfi`e `eˇt ¯sfi`a‹n¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e
`e›nffl `c´o“m¯p˚t´e `d`e ˜l„`o˘r`d˚r`e), `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e `e›nffl ˚t´o˘u˚t

(

32

5

)

= 201 376 ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ.
b Combien y a-t-il de tirages où quatre cartes portent le même numéro (ou la même

figure) ?
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Correction : R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s ˜l´affl `c´o“m¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `dffl’˚u‹nffl ¯j´eˇuffl `d`e 32 `c´a˚r˚t´eṡ : ˚i˜l `c´o“m¯p`o˘r˚t´e
˜l´eṡ `c´a˚r˚t´eṡ 7, 8, 9, 10, ”vˆa˜l´eˇt, `d`a‹m`e, ˚r`o˘iffl, `a¯s ; `c‚h`a`cˇu‹n`e `éˇt´a‹n˚t ¯p˚r`éṡfi`e›n˚t´e `e›nffl `qfi˚u`a˚tˇr`e `c´o˘u˜l´eˇu˚r¯s (¯p˚i`qfi˚u`e,
`c´œ˚u˚rffl, `c´a˚r˚r`e´a˚uffl, ˚tˇr`è¨f¨l´e).
T`o˘u˚t `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl, ˚u‹nffl ˚t´e¨l ˚tˇi˚r`a`g´e `eṡfi˚t `c´o“m¯p`oşfi`é `dffl’˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e `d`e `qfi˚u`a˚tˇr`e `c´a˚r˚t´eṡ `a‹vfle´c ˜l´e ”m`ê›m`e ”n˚u‹m`éˇr`o
(`o˘uffl ”m`ê›m`e ˜fˇi`gˇu˚r`e), `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

(

8

1

)

= 8 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ˚i˜l ”y `affl 8 `gˇr`o˘u¯p`eṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ `d`e
`qfi˚u`a˚tˇr`e `c´a˚r˚t´eṡ ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`eṡ, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl :

— {7 `d`e ¯p˚i`qfi˚u`e, 7 `d`e `c´œ˚u˚rffl, 7 `d`e `c´a˚r˚r`e´a˚uffl, 7 `d`e ˚tˇr`è¨f¨l´e} ;
— {8 `d`e ¯p˚i`qfi˚u`e, 8 `d`e `c´œ˚u˚rffl, 8 `d`e `c´a˚r˚r`e´a˚uffl, 8 `d`e ˚tˇr`è¨f¨l´e} ;

...
— {`a¯s `d`e ¯p˚i`qfi˚u`e, `a¯s `d`e `c´œ˚u˚rffl, `a¯s `d`e `c´a˚r˚r`e´a˚uffl, `a¯s `d`e ˚tˇr`è¨f¨l´e}.

U”n`e ˜f´o˘i¯s ˜l´e `gˇr`o˘u¯p`e `d`e `qfi˚u`a˚tˇr`e `c´a˚r˚t´eṡ `c‚h`o˘i¯sfi˚iffl, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl 1 `c´a˚r˚t´e ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 32 − 4 = 28

˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ, ¯sfi`o˘i˚t
(

28

1

)

= 28 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.

B˚i˜l´a‹nffl. I˜l ”y `affl
(

8

1

)(

28

1

)

= 8× 28 = 224 ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `o˘ùffl `qfi˚u`a˚tˇr`e `c´a˚r˚t´eṡ ¯p`o˘r˚t´e›n˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ”n˚u‹m`éˇr`o (`o˘uffl
”m`ê›m`e ˜fˇi`gˇu˚r`e).

c Combien y a-t-il de tirages où toutes les cartes sont de la même couleur ? On rappelle
qu’il existe quatre couleurs dans un jeu de cartes : pique, cœur, carreau, trèfle.

Correction : Ǹo˘t´o“n¯s A ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `o˘ùffl ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `c´a˚r˚t´eṡ ¯sfi`o“n˚t `d`e
˜l´affl ”m`ê›m`e `c´o˘u˜l´eˇu˚rffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t `é´cˇr˚i˚r`e A `c´o“m‹m`e ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e A = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, `o˘ùffl A1

`c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ”n`e `c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e `d`eṡ ¯p˚i`qfi˚u`eṡ, A2 `qfi˚u`e `d`eṡ `c´œ˚u˚r¯s, A3 `qfi˚u`e `d`eṡ `c´a˚r˚r`e´a˚u‹x
`eˇt A4 `qfi˚u`e `d`eṡ ˚tˇr`è¨f¨l´eṡ. C`eṡ `qfi˚u`a˚tˇr`e `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ ¯sfi`o“n˚t `c¨l´a˚i˚r`e›m`e›n˚t `e›nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl (¯sfi`eˇu˜l´e ˜l´affl `c´o˘u˜l´eˇu˚rffl
`c‚h`a‹n`g´e), `d`o“n`c `o“n˚t ”m`ê›m`e `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l. A˚i‹n¯sfi˚iffl, `o“nffl `affl |E| =˚u‹n˚i`o“nffl`d˚i¯sfi¯j.

|E1|+ . . .+ |E4| = 4 |E1|.

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`eˇrffl ˜l´e `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l `d`e E1, `d`o“n`c `d`e `c´o“m¯p˚t´eˇrffl ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ”n`e
`c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e `d`eṡ `c´a˚r˚t´eṡ `d`e ˜l´affl `c´o˘u˜l´eˇu˚rffl ‘‘¯p˚i`qfi˚u`e’’. I˜l ”y `affl `e›nffl ˚t´o˘u˚t 8 ¯p˚i`qfi˚u`eṡ `d`a‹n¯s ˜l´e ¯p`a`qfi˚u`eˇt, `d`o“n`c
˚i˜l ”y `affl

(

8

5

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `d`e ˚tˇi˚r`eˇrffl 5 ¯p˚i`qfi˚u`eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8 ¯p˚i`qfi˚u`eṡ `a˚uffl ˚t´o˘t´a˜l.

B˚i˜l´a‹nffl. |E| = 4

(

8

5

)

= 4×
8!

3!5!
= 224.

d Combien y a-t-il de tirages contenant au moins un as et au moins un pique?

Correction : I”n˚tˇr`oˆd˚u˚i¯sfi`o“n¯s `qfi˚u`e¨l´qfi˚u`eṡ ”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s : `o“nffl ”n`o˘t´e E ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t´o˘u¯s
˜l´eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ `eˇt B ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl `a¯s `eˇt `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl
¯p˚i`qfi˚u`e. P̀a˚rffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `a˚uffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e, E \B `d`éṡfi˚i`g›n`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚u`cˇu‹nffl
`a¯s `o˘uffl `a˚u`cˇu‹nffl ¯p˚i`qfi˚u`e.
S̀o˘i˚t `a˜l´o˘r¯s C1 ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ”n`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚u`cˇu‹nffl `a¯s `eˇt C2 ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ”n`e
`c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚u`cˇu‹nffl ¯p˚i`qfi˚u`e, `d`e ¯sfi`o˘r˚t´e `qfi˚u`e E \ B = C1 ∪ C2.
C`a˜l´cˇu˜l `d`e |C1|. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ˚tˇi˚r`eˇrffl 5 `c´a˚r˚t´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 32 − 4 = 28 `c´a˚r˚t´eṡ ”n`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ¯p`a¯s ˜l´eṡ

`a¯s, ¯sfi`o˘i˚t
(

28

5

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e |C1| =

(

28

5

)

.
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C`a˜l´cˇu˜l `d`e |C2|. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ˚tˇi˚r`eˇrffl 5 `c´a˚r˚t´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 32 − 8 = 24 `c´a˚r˚t´eṡ ”n`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ¯p`a¯s ˜l´eṡ

¯p˚i`qfi˚u`eṡ, ¯sfi`o˘i˚t
(

24

5

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e |C2| =

(

24

5

)

.

C`a˜l´cˇu˜l `d`e |C1 ∩ C2|. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e C1 ∩ C2 `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ”n`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚u`cˇu‹nffl `a¯s `eˇt
`a˚u`cˇu‹nffl ¯p˚i`qfi˚u`e. O”nffl `d`o˘i˚t `d`o“n`c `é¨lˇi‹m˚i‹n`eˇrffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p˚i`qfi˚u`eṡ (˚i˜l ”y `e›nffl `affl 8) `a˚i‹n¯sfi˚iffl `qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `a¯s (˚i˜l ”y
`e›nffl `affl 4), ”m`a˚i¯s `a˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl `àffl ˜l„`a¯s `d`e ¯p˚i`qfi˚u`e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `c´o“m‹m˚u‹nffl `àffl `c´eṡ `d`eˇu‹x `c´a˚t´é´g´o˘r˚i`eṡ ! A˚uffl ˚t´o˘t´a˜l, ˚i˜l
˜f´a˚u˚t `d`o“n`c `é¨lˇi‹m˚i‹n`eˇrffl 8+4−1 = 11 `c´a˚r˚t´eṡ, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`e ˚u‹nffl `c‚h`o˘i‹x `d`e 5 `c´a˚r˚t´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl 32−11 = 21

`c´a˚r˚t´eṡ. A˚i‹n¯sfi˚iffl, |C1 ∩ C2| =

(

21

5

)

.

C`a˜l´cˇu˜l `d`e |E \ B|. O”nffl `affl :

|E \ B| = |C1 ∪ C2| = |C1|+ |C2| − |C1 ∩ C2| =

(

28

5

)

+

(

24

5

)

−

(

21

5

)

.

C`o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl : `c´a˜l´cˇu˜l `d`e |B|. O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t :

|B| = |E| − |E \ B| =

(

32

5

)

−

(

28

5

)

−

(

24

5

)

+

(

21

5

)

= 80 941 (`c´a˜l´cˇu˜l ˜f´a`cˇu˜lˇt´a˚tˇi˜f).

4 On considère l’alphabet latin constitué de ses vingt-six lettres.

a Combien de mots (ayant un sens ou non) de cinq lettres toutes différentes peut-on
former au total avec trois consonnes et deux voyelles quelconques ?

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `d`e `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ (¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ ”v˘i‹n`gˇt), ¯p˚u˚i¯s
`d`eˇu‹x ”vˆo“y´e¨l¨l´eṡ (¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ ¯sfi˚i‹x), ¯sfi`o˘i˚t

(

20

3

)(

6

2

)

=
20 · 19 · 18

3 · 2

6 · 5

2
= 17 100 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ”v˘uffl `qfi˚uffl’`o“nffl

‘‘˚tˇi˚r`e’’ `c´eṡ ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é›m`e›n˚t (˜l„`o˘r`d˚r`e ”nffl’˚i‹m¯p`o˘r˚t´e ¯p`a¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `c‚h`o˘i‹x `d`eṡ ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ `eˇt `o“nffl ˜l´eṡ ”vfleˇu˚t
˚t´o˘u˚t´eṡ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt´eṡ). U”n`e ˜f´o˘i¯s `c´eṡ `cˇi‹n`q ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ `c‚h`o˘i¯sfi˚i`eṡ, ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ˜l´eṡ ¯p`eˇr‹m˚u˚t´eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl
˚u‹nffl ”m`o˘t `d`e `cˇi‹n`q ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜f´a˚i˚t 5! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ. A˚uffl ˚t´o˘t´a˜l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

(

20

3

)(

6

2

)

5! = 2 052 000

”m`o˘tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ.
b Même question si l’on interdit aux trois consonnes d’être consécutives dans le mot.

Correction : C`o“m¯p˚t´o“n¯s ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”m`o˘tṡ (`àffl ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ `eˇt `d`eˇu‹x ”vˆo“y´e¨l¨l´eṡ
`qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`eṡ) `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ `c´o“n¯sfi`é´cˇu˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t. L`e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜f´a`ç´o“n¯s `d`e `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl
`c´eṡ ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜l´e ”m`ê›m`e, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl

(

20

3

)(

6

2

)

. U”n`e ˜f´o˘i¯s ˜l´eṡ ˜l´eˇtˇtˇr`eṡ `c‚h`o˘i¯sfi˚i`eṡ, ˚i˜l ”y `affl ˚tˇr`o˘i¯s
¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ ¯sfi`o˘i`e›n˚t `c´o“n¯sfi`é´cˇu˚tˇi‹vfleṡ : ¯sfi`o˘i˚t `e¨l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t `e›nffl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“n¯s 1, 2,
3, ¯sfi`o˘i˚t `e›nffl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“n¯s 2, 3, 4, ¯sfi`o˘i˚t `e›nffl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“n¯s 3, 4, 5. D`a‹n¯s `c‚h`a`cˇu‹nffl `d`e `c´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s `c´a¯s, ˚i˜l ”y `affl
`a˚u˚t´a‹n˚t `d`e ”m`o˘tṡ `qfi˚u`e `d`e ˜f´a`ç´o“n¯s `d`e ¯p`eˇr‹m˚u˚t´eˇrffl ˜l´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ (3! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ) `eˇt ˜l´eṡ `d`eˇu‹x
”vˆo“y´e¨l¨l´eṡ (2! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ), ¯sfi`o˘i˚t 3! · 2! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ. E”nffl ¯p˚r`e›n`a‹n˚t `e›nffl `c´o“m¯p˚t´e ˜l´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s `c´a¯s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ,
`c´e¨l´affl ˜f´a˚i˚t 3 · 3! · 2! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ ¯sfi`e ¯sfi˚u˚i‹vfle›n˚t.
B˚i˜l´a‹nffl : ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”m`o˘tṡ `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜f´o˘r‹m`eˇrffl `a‹vfle´c ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ `c´o“n¯sfi`é´cˇu˚tˇi‹vfleṡ `eṡfi˚t `d`e
(

20

3

)(

6

2

)

×3·3!·2! = 615 600, `d`o“n`c ¯p`a˚rffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `a˚uffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e, ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”m`o˘tṡ ”nffl’`a‹y´a‹n˚t
¯p`a¯s ˚tˇr`o˘i¯s `c´o“n¯sfi`o“n‹n`eṡ `c´o“n¯sfi`é´cˇu˚tˇi‹vfleṡ `eˇt `d`e 2 052 000 − 615 600 = 1 436 400.

5 Calculer le nombre de bijections f de {1, . . . , 12} dans lui-même telles que :
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C`o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl D`e›vˆo˘i˚rffl `e›nffl ˚t´e›m¯p¯s ˜lˇi˜b˘r`e ”nffl`o31

a si n est pair, alors f(n) est pair ;

Correction : R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s `qfi˚u`e f `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `d`e X = {1, . . . , 12} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e
¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl f `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle (`c´a˚rffl X `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl). A˚i‹n¯sfi˚iffl, f `eṡfi˚t `e›n˚tˇi`èˇr`e›m`e›n˚t `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`é´e ¯p`a˚rffl
˜l´eṡ ˚i‹m`a`g´eṡ f(i) `d`e `c‚h`a`qfi˚u`e i ∈ X, `eˇt `c´e¨l¨l´eṡ-`cˇiffl `d`o˘i‹vfle›n˚t `êˇtˇr`e ˚t´o˘u˚t´eṡ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt´eṡ.
P̀o˘u˚rffl ˚r`eṡfi¯p`e´cˇt´eˇrffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é `é›n`o“n`c´é´e, ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `e›n‹vˆo“y´eˇrffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ”n`o“m˜b˘r`eṡ ¯p`a˚i˚r¯s ¯sfi˚u˚rffl `eˇu‹x-”m`ê›m`eṡ
`eˇt ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ”n`o“m˜b˘r`eṡ ˚i‹m¯p`a˚i˚r¯s ¯sfi˚u˚rffl `eˇu‹x-”m`ê›m`eṡ. L`e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {2, 4, 6, 8, 10, 12} `d`a‹n¯s
˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `éˇt´a‹n˚t `d`e 6! (`d`e ”m`ê›m`e `a‹vfle´c {1, 3, 5, 7, 9, 11}), `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s
˚r`e´c‚h`eˇr`c‚h`é `eṡfi˚t `d`e 6! · 6! = 518 400.

b si n est divisible par 3, alors f(n) est divisible par 3 ;

Correction : L`eṡ `e›n˚tˇi`eˇr¯s `d`e X `d˚i‹v˘i¯sfi˚i˜b˝l´eṡ ¯p`a˚rffl 3 ¯sfi`o“n˚t 3, 6, 9 `eˇt 12. C`o“m‹m`e
¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t, ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’`e›n‹vˆo“y´eˇrffl `c´eṡ `qfi˚u`a˚tˇr`e ”n`o“m˜b˘r`eṡ ¯sfi˚u˚rffl `eˇu‹x-”m`ê›m`eṡ, `eˇt ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `a˚u˚tˇr`eṡ ¯sfi˚u˚rffl
`eˇu‹x-”m`ê›m`eṡ. L`e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {3, 6, 9, 12} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `éˇt´a‹n˚t `d`e 4! `eˇt
˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `éˇt´a‹n˚t `d`e 8!, `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s ˚r`e´c‚h`eˇr`c‚h`é `eṡfi˚t `d`e 4! · 8! = 967 680.

c les deux propriétés précédentes sont vérifiées simultanément.

Correction : C`eˇtˇt´e ˜f´o˘i¯s-`cˇiffl, ¯p`o˘u˚rffl ¯p˚r`e›n`d˚r`e `e›nffl `c´o“m¯p˚t´e ˜l´eṡ `d`eˇu‹x ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ, ˜l´eṡ
”n`o“m˜b˘r`eṡ 3 `eˇt 9 `d`o˘i‹vfle›n˚t `êˇtˇr`e `e›n‹vˆo“y´éṡ ¯sfi˚u˚rffl `eˇu‹x-”m`ê›m`eṡ, ˜l´eṡ ”n`o“m˜b˘r`eṡ 6 `eˇt 12 `é´g´a˜l´e›m`e›n˚t, ¯p˚u˚i¯s ˚t´o˘u¯s
˜l´eṡ ¯p`a˚i˚r¯s ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ ¯p`a˚i˚r¯s ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ, `eˇt `d`e ”m`ê›m`e `a‹vfle´c ˜l´eṡ ˚i‹m¯p`a˚i˚r¯s ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ :

— ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {3, 9} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `eṡfi˚t `d`e 2! ;
— ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {6, 12} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `eṡfi˚t `d`e 2! ;
— ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {2, 4, 8, 10} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `eṡfi˚t `d`e 4! ;
— ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e {1, 5, 7, 11} ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `eṡfi˚t `d`e 4!,

`d`o“n`c ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e ˚t´o˘t´a˜l `d`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“n¯s `d`e X ¯sfi˚u˚rffl ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t `a˚u‹x `d`eˇu‹x ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ `eṡfi˚t
`d`e 2! · 2! · 4! · 4! = 2 304.

6 Dans un jeu d’échecs standard, on tire simultanément quatre pièces parmi les blancs. Com-

bien y a-t-il de tirages :

a en tout ?

Correction : L`eṡ ¯p˚i`è´c´eṡ ˜b˝l´a‹n`c‚h`eṡ `a˚u‹x `é´c‚h`e´cṡ ¯sfi`o“n˚t `c´o“n¯sfi˚tˇi˚tˇu`é´eṡ `d`e 8 ¯p˚i`o“n¯s, 2 ˚t´o˘u˚r¯s,
2 `c´a‹vˆa˜lˇi`eˇr¯s, 2 ˜f´o˘u¯s, 1 ˚r`o˘iffl `eˇt 1 ˚r`eˇi‹n`e. S’`a`gˇi¯sfi¯sfi`a‹n˚t `dffl’˚u‹nffl ˚tˇi˚r`a`g´e ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é `d`e 4 ¯p˚i`è´c´eṡ (¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`é´eṡ
`d˚i¯sfi`c´eˇr‹n`a˜b˝l´eṡ !) ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 16 `àffl ”n`o˘tˇr`e `d˚i¯sfi¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl, ˚i˜l ”y `affl

(

16

4

)

= 1820 ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ.
b comportant exactement deux pions ?

Correction : O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é›m`e›n˚t 2 ¯p˚i`o“n¯s ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8, ¯sfi`o˘i˚t
(

8

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.
U”n`e ˜f´o˘i¯s ˜f´a˚i˚t, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl 2 ¯p˚i`è´c´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8 ¯p˚i`è´c´eṡ `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `d`eṡ ¯p˚i`o“n¯s, ¯sfi`o˘i˚t
(

8

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `é´g´a˜l´e›m`e›n˚t. A˚uffl ˚t´o˘t´a˜l, `o“nffl `affl
(

8

2

)

2

= 784 ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ.
c comportant au moins deux pions ?

Correction : P̀a˚rffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `a˚uffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e, `c´o“m¯p˚t´o“n¯s ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ
`c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s 1 ¯p˚i`o“nffl, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯sfi`o˘i˚t `a˚u`cˇu‹nffl, ¯sfi`o˘i˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t 1. L`e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ
¯sfi`a‹n¯s `a˚u`cˇu‹nffl ¯p˚i`o“nffl `eṡfi˚t `d`e

(

8

4

)

(4 ¯p˚i`è´c´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8 `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `d`eṡ ¯p˚i`o“n¯s) `eˇt ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e
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`d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t 1 ¯p˚i`o“nffl `eṡfi˚t `d`e
(

8

1

)(

8

3

)

(1 ¯p˚i`o“nffl ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8 ¯p˚u˚i¯s 3 ¯p˚i`è´c´eṡ
¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 8 `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `d`eṡ ¯p˚i`o“n¯s). L`e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s `d`eˇu‹x
¯p˚i`o“n¯s `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`e

(

16

4

)

−

(

8

4

)

−

(

8

1

)(

8

3

)

= 1 302.
d comportant le roi ou la reine?

Correction : Ǹo˘t´o“n¯s A ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t ˜l´e ˚r`o˘iffl `eˇt B ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˚r`eˇi‹n`e. O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e |A ∪ B|. D’`a˜bˆo˘r`dffl, |A| = |B| =

(

15

3

)

(˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s ˜l´e ˚r`o˘iffl
(`o˘uffl ˜l´affl ˚r`eˇi‹n`e) `c‚h`o˘i¯sfi˚i(`e), `o“nffl ˚tˇi˚r`e 3 ¯p˚i`è´c´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 15 ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ). E”n˜fˇi‹nffl, A ∩ B `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`d`eṡ ˚tˇi˚r`a`g´eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´e ˚r`o˘iffl `eˇt ˜l´affl ˚r`eˇi‹n`e, `d`o“n`c ˚i˜l ”y `e›nffl `affl

(

14

2

)

(`c‚h`o˘i‹x `d`e 2 ¯p˚i`è´c´eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ
14 ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ). F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| = 2

(

15

3

)

−
(

14

2

)

= 819.

e comportant une tour, un pion, un cavalier et un fou?

Correction : C`o“m‹m`e ˚i˜l ”y `affl 2 ˚t´o˘u˚r¯s, 8 ¯p˚i`o“n¯s, 2 `c´a‹vˆa˜lˇi`eˇr¯s `eˇt 2 ˜f´o˘u¯s, ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e
`d`e ˚tˇi˚r`a`g´eṡ ˚r`e´c‚h`eˇr`c‚h`é `eṡfi˚t `d`e

(

2

1

)(

8

1

)(

2

1

)(

2

1

)

= 64.

Note : pour simplifier le dénombrement, on supposera toutes les pièces discernables.

7 Une grille de mots croisés est représentée par un tableau rectangulaire à n lignes et p

colonnes (donc constituée de np cases), parmi lesquelles k sont noircies (et toutes les autres
blanches).

a Combien y a-t-il de grilles différentes possibles ?

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl k `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ np `c´a¯sfi`eṡ `d˚i¯sfi¯p`o“n˚i˜b˝l´eṡ
`d`a‹n¯s ˜l´affl `gˇr˚i˜l¨l´e, ¯sfi`o˘i˚t

(

np

k

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ. (C’`eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl ˚tˇi˚r`a`g´e ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é, `c´a˚rffl `o“nffl ”n`e ˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s
`c´o“m¯p˚t´e `d`e ˜l„`o˘r`d˚r`e `d`eṡ `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ `d`a‹n¯s ˜l´affl `gˇr˚i˜l¨l´e. . .).

b Combien de grilles possèdent les quatre coins noirs ?

Correction : L`eṡ `qfi˚u`a˚tˇr`e `c´o˘i‹n¯s ”n`o˘i˚r¯s `éˇt´a‹n˚t `d`éj̇´àffl `oˆc´cˇu¯p`éṡ, ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl
˜l´eṡ k − 4 `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t´eṡ `àffl ˚r`éṗ`a˚r˚tˇi˚rffl ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ np − 4 `c´a¯sfi`eṡ `d˚i¯sfi¯p`o“n˚i˜b˝l´eṡ, `d`o“n`c `c´o“m‹m`e
¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t, ˚i˜l ”y `affl

(

np− 4

k − 4

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ.
c Combien de grilles ont exactement deux coins noirs ?

Correction : C`o“m‹m`e›n`ç´o“n¯s ¯p`a˚rffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `c´o˘i‹n¯s `qfi˚u˚iffl ¯sfi`eˇr`o“n˚t `d`eṡ `c´a¯sfi`eṡ
”n`o˘i˚r`eṡ : `o“nffl `affl

(

4

2

)

`c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ. C`e´cˇiffl ˜f´a˚i˚t, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl k − 2 `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ `àffl ˚r`éṗ`a˚r˚tˇi˚rffl
¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ np− 4 `c´a¯sfi`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ `d`e ˜l´affl `gˇr˚i˜l¨l´e (`a˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl : 2 `c´o˘i‹n¯s `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ¯sfi`o“n˚t ”n`o˘i˚r¯s, `d`o“n`c ˜l´eṡ
2 `c´o˘i‹n¯s ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ ¯sfi`o“n˚t `d`éj̇´àffl ˜b˝l´a‹n`cṡ !), `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

(

np− 4

k − 2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ. A˚uffl ˚t´o˘t´a˜l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
(

4

2

)(

np− 4

k − 2

)

`gˇr˚i˜l¨l´eṡ `a‹vfle´c `d`eˇu‹x `c´o˘i‹n¯s ”n`o˘i˚r¯s `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t.
d Dans cette question, on suppose k 6 n. Combien de grilles ont au plus une case noire

sur chaque ligne?

Correction : C`o“m‹m`e k 6 n `eˇt `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”vfleˇu˚t `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹n`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e ¯p`a˚rffl
˜lˇi`g›n`e, `a˜l´o˘r¯s k ˜lˇi`g›n`eṡ ”vˆo“n˚t `c´o“m¯p`o˘r˚t´eˇrffl `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ˚u‹n`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e (`eˇt ˜l´eṡ `a˚u˚tˇr`eṡ `a˚u`cˇu‹n`e). O”nffl
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C`o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl D`e›vˆo˘i˚rffl `e›nffl ˚t´e›m¯p¯s ˜lˇi˜b˘r`e ”nffl`o31

`c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˜l´eṡ ˜lˇi`g›n`eṡ ¯p`oşfi¯sfi`é´d`a‹n˚t ˚u‹n`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜f´a˚i˚t
(

n

k

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (k
˜lˇi`g›n`eṡ ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ n `a˚uffl ˚t´o˘t´a˜l).
P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`cˇu‹n`e `d`e `c´eṡ `c´o“n˜fˇi`gˇu˚r`a˚tˇi`o“n¯s, `a¯p¯p`e¨l´o“n¯s L1, . . . ,Lk ˜l´eṡ k ˜lˇi`g›n`eṡ ¯p`oşfi¯sfi`é´d`a‹n˚t ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e `c´a¯sfi`e
”n`o˘i˚r`e. S̊u˚rffl L1, `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˜l´affl ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e : p `c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ (`c´a˚rffl ˚i˜l ”y `affl p
`c´o˝l´o“n‹n`eṡ) ; ¯sfi˚u˚rffl L2, `c’`eṡfi˚t ¯p`a˚r`eˇi˜l : p `c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ `eˇt´c. ¯jˇu¯sfi`qfi˚uffl’`àffl ˜l´affl ˜lˇi`g›n`e Lk `o˘ùffl ˜l„`o“nffl `affl `e›n`c´o˘r`e p

`c‚h`o˘i‹x ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜f´a˚i˚t `e›nffl ˚t´o˘u˚t p
k ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl ˚r`éṗ`a˚r˚tˇi˚rffl ˜l´eṡ `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ.

B˚i˜l´a‹nffl : ˚i˜l ”y `affl
(

n

k

)

p
k ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `d`e `gˇr˚i˜l¨l´eṡ `a‹vfle´c `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹n`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e ¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e.

e Dans cette question, on suppose n = p = k. Combien de grilles comportent exacte-
ment une case noire sur chaque ligne et sur chaque colonne?

Correction : R`a˚i¯sfi`o“n‹n`o“n¯s ˜lˇi`g›n`e ¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e) :
– L˚i`g›n`e 1 : n ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl ¯p˜l´a`c´eˇrffl ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e.
– L˚i`g›n`e 2 : ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e n− 1 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl ¯p˜l´a`c´eˇrffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e (`c´a˚rffl ˜l´affl `c´o˝l´o“n‹n`e

`d`o˘i˚t `êˇtˇr`e `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e).

– ...
– L˚i`g›n`e n− 1 : ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e 2 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `c´a˚rffl ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t `d`eˇu‹x `c´o˝l´o“n‹n`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ.
– L˚i`g›n`e n : ¯p˜lˇu¯s `qfi˚uffl’˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é.

B˚i˜l´a‹nffl : ˚i˜l ”y `affl n× (n− 1)× . . .× 2× 1 = n! `gˇr˚i˜l¨l´eṡ `a‹vfle´c ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e `c´a¯sfi`e ”n`o˘i˚r`e ¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e `eˇt ¯p`a˚rffl
`c´o˝l´o“n‹n`e. (C’`eṡfi˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`a˚r`eˇi˜l `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ˜l„`o“nffl ¯p`eˇr‹m˚u˚t´e ˜l´eṡ `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹n`e ”m`ê›m`e ˜lˇi`g›n`e
`e›nffl ˜l´eṡ ˚r`e›n`d`a‹n˚t `d˚i¯sfi`c´eˇr‹n`a˜b˝l´eṡ. . .).

8 Le sudoku est une grille de 9×9 cases (9 lignes, 9 colonnes), elle-même séparée en 9 régions

carrées de 3 × 3 cases. On rappelle le principe : chaque ligne, chaque colonne et chaque
région doit contenir exactement une fois chaque chiffre compris entre 1 et 9.

a Calculer le nombre de façons de placer les neuf chiffres 1 sur une grille de sudoku
vierge. On présentera le résultat en donnant son unique décomposition en facteurs pre-
miers.

Correction : C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`eˇuffl ¯p˜lˇu¯s ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi˜f `qfi˚u`e ˜l´affl `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e (¯sfi`a‹n¯s
˜l´affl ¯p˚r`éṡfi`e›n`c´e `d`eṡ ˚r`é´gˇi`o“n¯s `c´a˚r˚r`é´eṡ 3× 3, `c´e ¯sfi`eˇr`a˚i˚t 9! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ). R`a˚i¯sfi`o“n‹n`o“n¯s `àffl ”n`o˘u‹vfle´a˚uffl ˜lˇi`g›n`e
¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e) `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”n`o˘t´e L1, . . . ,L9 :

– L1 : ˚i˜l ”y `affl 9 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e 1 `e›nffl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e.
– L2 : ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `c‚h`a‹n`g´eˇrffl `d`e ˚r`é´gˇi`o“nffl, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`e 6 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 3 `c´a¯sfi`eṡ `àffl `é›v˘i˚t´eˇrffl `d`a‹n¯s ˜l´affl

¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˚r`é´gˇi`o“nffl).
– L3 : `o“nffl ”nffl’`affl ¯p`a¯s ˜l´e `d˚r`o˘i˚t `a˚u‹x `d`eˇu‹x ˚r`é´gˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´eṡ, `c´e `qfi˚u˚iffl ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`e 3 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ `d`a‹n¯s

˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `eˇt `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˚r`é´gˇi`o“nffl.
– L4 : ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e 6 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 3 `c´o˝l´o“n‹n`eṡ `o“n˚t `d`éj̇´àffl `éˇt´é ¯p˚r˚i¯sfi`eṡ, ”m`a˚i¯s ˜l´e `c‚h`o˘i‹x `d`eṡ ˚r`é´gˇi`o“n¯s

`c´a˚r˚r`é´eṡ `eṡfi˚t `d`e ”n`o˘u‹vfle´a˚uffl ˜lˇi˜b˘r`e).
– L5 : ˚i˜l ”y `affl 4 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 2 `c´o˝l´o“n‹n`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ `d`a‹n¯s ˜l´eṡ 2 `a˚u˚tˇr`eṡ ˚r`é´gˇi`o“n¯s `c´a˚r˚r`é´eṡ).
– L6 : ˚i˜l ”y `affl 2 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 2 `c´o˝l´o“n‹n`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ˚r`é´gˇi`o“nffl `c´a˚r˚r`é´e).
– L7 : ˚i˜l ”y `affl 3 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 3 `c´o˝l´o“n‹n`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ : ˚u‹n`e ¯p`a˚rffl ˚r`é´gˇi`o“nffl).
– L8 : ˚i˜l ”y `affl 2 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c´a˚rffl 1 `c´o˝l´o“n‹n`e ˜lˇi˜b˘r`e `d`a‹n¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `d`eˇr‹n˚i`èˇr`eṡ ˚r`é´gˇi`o“n¯s).
– L9 : ¯p˜lˇu¯s `qfi˚uffl’˚u‹n`e ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é.

F. PUCCI 6 PTSI - Vinci 2023



C`o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl D`e›vˆo˘i˚rffl `e›nffl ˚t´e›m¯p¯s ˜lˇi˜b˘r`e ”nffl`o31

A˚uffl ˚t´o˘t´a˜l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t :
9× 6× 3× 6× 4× 2× 3× 2× 1 = (33 · 3!) × (23 · 3!) × 3! = (3 · 2)3 × (3!)3 = (3!)6 = 66 = 26 · 36 (= 46 656).

b Si l’on ne tient pas compte des règles du sudoku, combien y a-t-il de façons de placer
les neuf chiffres 1 sur une grille vierge?

Correction : C’`eṡfi˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e `c‚h`oşfi`e `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´eṡ `c´a¯sfi`eṡ ”n`o˘i˚r`eṡ `d`a‹n¯s ˚u‹n`e `gˇr˚i˜l¨l´e
`d`e ”m`o˘tṡ `cˇr`o˘i¯sfi`éṡ : `o“nffl ¯p˜l´a`c´e 9 `c‚h˚i˜f¨fˇr`eṡ 1 ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 81 `c´a¯sfi`eṡ `d`e ˜l´affl `gˇr˚i˜l¨l´e, ¯sfi`o˘i˚t

(

81

9

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ
(`c’`eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl ˚tˇi˚r`a`g´e ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é, `c´a˚rffl ˜l„`o˘r`d˚r`e `d`eṡ 1 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p˚r˚i¯s `e›nffl `c´o“m¯p˚t´e).
Commentaires: O”nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle 260 887 834 350 : ˜l´affl ¯p˚r`op̧`o˘r˚tˇi`o“nffl `d`e `gˇr˚i˜l¨l´eṡ `d`e ¯sfi˚u`d`o˝k˚uffl ¯p`a˚r‹m˚iffl ˚t´o˘u˚t´eṡ
˜l´eṡ `gˇr˚i˜l¨l´eṡ ˜f´a˚i¯sfi`a˜b˝l´eṡ `eṡfi˚t `d`o“n`c `e›xˇtˇr`ê›m`e›m`e›n˚t ˜f´a˚i˜b˝l´e. . . (`e›nffl ˚r`e´g´a˚r`d`a‹n˚t ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ˜l´e ¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“n‹n`e›m`e›n˚t
`d`eṡ 1).

Exercice 2 : Coco, le perroquet du capitaine Haddock, ne possède que neuf mots dans son
vocabulaire. Trois mots de la vie courante : « allô », « dring », « caramba » ; mais aussi six expres-
sions inspirées du capitaine : « mille-sabords », « tonnerre », « ectoplasme », « moule-à-gaufre »,
« bachi-bouzouk », «malotru ».

On suppose que chaque phrase prononcée par le perroquet contient exactement six mots (possi-
blement répétés).

1 Combien de phrases Coco peut-il prononcer ?

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ¯sfi`e›xˇtˇu¯p˜l´eˇtṡ (˜lˇi¯sfi˚t´e `d`e 6 ”m`o˘tṡ) `dffl’`é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d`e
˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ”m`o˘tṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ (`d`e `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l 9), ¯sfi`o˘i˚t 96 ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `a˚uffl ˚t´o˘t´a˜l.
Commentaires: L’`o˘r`d˚r`e `d`eṡ ”m`o˘tṡ `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˛h˚r`a¯sfi`e `c´o“m¯p˚t´e, `d`o“n`c `a˚u`cˇu‹nffl `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t ˜b˘i‹n`o“m˚i`a˜l ”nffl’˚i‹nffl-
˚t´eˇr‹v˘i`e›n˚t ˚i`cˇiffl.

2 a Combien de phrases contiennent exactement six mots différents ?

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ¯sfi`e›xˇtˇu¯p˜l´eˇtṡ `dffl’`é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`d`eṡ ”m`o˘tṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ, ¯sfi`o˘i˚t 9!

(9− 6)!
=

9!

3!
`o˘uffl `e›n`c´o˘r`e 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 60 480.

b Combien de phrases contiennent exactement cinq mots différents ?

Correction : U”n`e ¯p˛h˚r`a¯sfi`e `d`e ¯sfi˚i‹x ”m`o˘tṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t `cˇi‹n`q ”m`o˘tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ
¯p`oşfi¯sfi`è´d`e ˚u‹nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ”m`o˘t `e›nffl `d`o˘u˜b˝l´e. I˜l ”y `affl 9 `c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ ¯p`o˘u˚rffl `c´e ”m`o˘t `e›nffl `d`o˘u˜b˝l´e, `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl
`d`o˘i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ¯p˜l´a`c´eˇrffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˛h˚r`a¯sfi`e, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

(

6

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (`c‚h`o˘i‹x `d`e 2 `e›m¯p˜l´a`c´e›m`e›n˚tṡ
`d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˛h˚r`a¯sfi`e, ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 6 ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ, `eˇt ˜l„`o˘r`d˚r`e ”n`e `c´o“m¯p˚t´e ¯p`a¯s `c´a˚rffl `c’`eṡfi˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ”m`o˘t). C`e´cˇiffl
˜f´a˚i˚t, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹n`e ˜lˇi¯sfi˚t´e `d`e 4 ”m`o˘tṡ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ (`c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl `qfi˚u`a`d˚r˚u¯p˜l´eˇt `dffl’`é¨l´é›m`e›n˚tṡ
`d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ) `d`a‹n¯s ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ”m`o˘tṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `d`e `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l 8, ¯sfi`o˘i˚t 8!

(8− 4)!
=

8!

4!
.

B˚i˜l´a‹nffl : ˚i˜l ”y `affl 9×
(

6

2

)

×
8!

4!
= 9×

6× 5

2
× 8× 7× 6× 5 = 226 800 ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t

`cˇi‹n`q ”m`o˘tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ.

V`a˚r˚i`a‹n˚t´e. O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˜l´eṡ 5 ”m`o˘tṡ `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚tˇi˚tˇu`e›n˚t ˜l´affl ¯p˛h˚r`a¯sfi`e, `d`o“n`c
(

9

5

)

`c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ. P̀a˚r‹m˚iffl
`c´eṡ 5 ”m`o˘tṡ, `o“nffl `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l `qfi˚u˚iffl ¯sfi`eˇr`affl ˚r`éṗ`éˇt´é, `d`o“n`c 5 `c‚h`o˘i‹x ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ. I˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ¯p˜l´a`c´eˇrffl
˜l´eṡ 2 ”m`o˘tṡ ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`eṡ, `d`o“n`c

(

6

2

)

¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ, ¯p˚u˚i¯s `àffl ¯p˜l´a`c´eˇrffl ˜l´eṡ 4 ”m`o˘tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ, ¯sfi`o˘i˚t
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4! ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (¯p`eˇr‹m˚u˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`eṡ 4 ”m`o˘tṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ 4 `e›m¯p˜l´a`c´e›m`e›n˚tṡ ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚tṡ). E”nffl ˚t´o˘u˚t,
`o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t :

(

9

5

)

× 5×

(

6

2

)

× 4! = 226 800.

c En déduire le nombre de phrases contenant au moins cinq mots différents.

Correction : I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t `cˇi‹n`q ”m`o˘tṡ
`d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ ¯p˜lˇu¯s ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ¯sfi˚i‹x ”m`o˘tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ. D’`a¯p˚r`èṡ ˜l´eṡ
`d`eˇu‹x `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´eṡ, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t :

9×

(

6

2

)

×
8!

4!
+

9!

3!
= 287 280.

3 On suppose dans cette question que Coco n’utilise qu’une seule expression du capitaine,

« malotru », et que tous les autres mots proviennent de la vie courante.

a On fixe p ∈ J0; 6K. Combien de phrases Coco peut-il faire dans cette situation, en
plaçant exactement p fois le mot « malotru »?

Correction : O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˜l´eṡ p ¯p˜l´a`c´eṡ `oˆc´cˇu¯p`é´eṡ ¯p`a˚rffl ˜l´e ”m`o˘t
« ”m`a˜l´o˘tˇr˚uffl » ¯p`a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ 6 `e›m¯p˜l´a`c´e›m`e›n˚tṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ, ¯sfi`o˘i˚t

(

6

p

)

(˜l„`o˘r`d˚r`e ”nffl’˚i‹m¯p`o˘r˚t´e ¯p`a¯s `c´a˚rffl ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t
`d˚uffl ”m`ê›m`e ”m`o˘t). E”n¯sfi˚u˚i˚t´e, ˚i˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹n`e ˜lˇi¯sfi˚t´e `d`e 6−p ”m`o˘tṡ (`c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl (6−p)-˚u¯p˜l´eˇt)
`d`e ˜l´affl ”v˘i`e `c´o˘u˚r`a‹n˚t´e, `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t `a˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `d`e 3, ¯sfi`o˘i˚t 36−p ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´éṡ (˜l„`o˘r`d˚r`e ˚i‹m¯p`o˘r˚t´e `eˇt ˜l´eṡ
˚r`éṗ`éˇtˇi˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ). F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

(

6

p

)

36−p ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ.

b En utilisant une approche combinatoire, justifier la formule 46 =
6

∑

p=0

(

6

p

)

36−p.

Correction : C`o“m¯p˚t´o“n¯s `d`e `d`eˇu‹x ˜f´a`ç´o“n¯s `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´eṡ ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl
¯p`eˇu˚t ˜f´a˚i˚r`e `a‹vfle´c ˜l´e ”m`o˘t « ”m`a˜l´o˘tˇr˚uffl » `eˇt ˜l´eṡ ˚tˇr`o˘i¯s ”m`o˘tṡ `d`e ˜l´affl ”v˘i`e `c´o˘u˚r`a‹n˚t´e. Ǹo˘t´o“n¯s A ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`d`eṡ ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ.
P̊r`e›m˚i`èˇr`e ˜f´a`ç´o“nffl. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `d`e `qfi˚u`a`d˚r˚u¯p˜l´eˇtṡ `dffl’`é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ”m`o˘tṡ ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ
(˚i˜l ”y `e›nffl `affl 4 ˚i`cˇiffl), `d`o“n`c |A| = 46.
D`eˇu‹xˇi`è›m`e ˜f´a`ç´o“nffl. D`a‹n¯s ˚u‹n`e ˚t´e¨l¨l´e ¯p˛h˚r`a¯sfi`e `d`e 6 ”m`o˘tṡ, `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`o“n¯s ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˜f´o˘i¯s `qfi˚uffl’`a¯p¯p`a˚r`a˚î˚t
« ”m`a˜l´o˘tˇr˚uffl » : ¯sfi`o˘i˚t ˚i˜l ”nffl’`a¯p¯p`a˚r`a˚î˚t ¯p`a¯s, ¯sfi`o˘i˚t ˚i˜l ”nffl’`a¯p¯p`a˚r`a˚î˚t `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s, ¯sfi`o˘i˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s `eˇt´c. ¯jˇu¯sfi`qfi˚uffl’`àffl

`a¯p¯p`a˚r`a˚î˚tˇr`e ˜l´eṡ ¯sfi˚i‹x ˜f´o˘i¯s. O”nffl `eṡfi˚t `d`o“n`c `e›nffl ˚tˇr`a˚i‹nffl `dffl’`é´cˇr˚i˚r`e A `e›nffl ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`o“nffl `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e A =
6
⋃

p=0

Ap

`o˘ùffl Ap `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ¯p˛h˚r`a¯sfi`eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t p ˜f´o˘i¯s ˜l´e ”m`o˘t « ”m`a˜l´o˘tˇr˚uffl ». D’`a¯p˚r`èṡ ˜l´affl
`qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, |Ap| =

(

6

p

)

36−p. C`o“m‹m`e ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `eṡfi˚t `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e :

46 = |A| =

6
∑

p=0

|Ap| =

6
∑

p=0

(

6

p

)

36−p
.
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